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有限单元法三维电阻率最小二乘 

反演中存在问题的研究 
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[摘 要]针对有限单元法在三维电阻率最小二乘反演中关于深部单元的反演能力、反演稳定性和 

速度问题进行了讨论与改进。首先构造了全新的“体积因子”作为先验信息加入到电阻率反演中，使地 

质体赋存区域的电阻率变化更符合实际情况，提高了深度较大的地质体的分辨能力。反演计算中对实 

电阻率数据和模型正演数据分另Ij取对数，并改进迭代修正量的计算方法，将以前的加减修正量改为与 

修正量指数之积，这样，不但可以改进电阻率模型出现负值的缺陷，提高反演计算的稳定性，而且还可减 

少迭代次数；针对反演时间过长的缺陷，将三维全域反演改为三维局域反演，使每次迭代的时间由4 h 

减少到目前的15 min；对模型的反演计算表明，以上改进是非常有效的。 
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随着找矿程度的不断深入，浅部易于发现和利 

用的矿产日趋减少，对寻找深部有色金属矿藏的方 

法研究已构成当今整个地质界的重要课题之一。在 

过去的几十年中，电阻率法在金属矿探测方面取得 

了很好的找矿效果，但是目前实际中采用的资料解 

释方法还相对落后；虽然采用二维反演方法可以解 

决一些野外实际问题，但与实际三维介质相比其计 

算精度和整体反演效果仍然不能满足实际的需要。 

国内外的地球物理学家对三维反演技术进行了努力 

探索，但反演的精度和速度还不能满足快速定位、分 

析的需求。基于有限单元法的三维地电断面的反演 

计算中，由于网格剖分多、计算量大，会遇到很多棘 

手的问题，这些问题可以归结为以下三点：深部单元 

分辨能力、反演稳定性问题、反演速度和迭代次数问 

题。这些问题如果得不到解决，基于有限单元法的 

三维地电断面的反演将很难走向实用化。 

在最小二乘反演方法中，为了解决多解性问题、 

提高反演精度，需要在线性代数方程组中加入先验 

信息，比较成功的做法是将光滑度系数加入到最小 

二乘反演中(Lytle and Dines⋯，1980；Constable et 

al【 
，1987；Sasaki ’ ，1989。1994；Ellis等 ．1994： 

Oldenburg等 J，1994；阮百尧等 71，1999)，其物理意 

义就是使地下模型尽量简单光滑，相邻网格间的电 

阻率没有突然的变化；该方法在二维反演中获得比 

较成功的应用；在三维反演中，只加入光滑度矩阵的 

反演效果并不理想，尤其对于埋深较大的地质体，反 

演电阻率值与模型电阻率的差别较大(Sasaki ， 

1994)，使得最后的拟合均方误差保持在百分之十 

几。本文从三维地电断面的有限元剖分特点出发， 

构造了全新的“体积因子”作为先验信息加入到电 

阻率反演中，使地质体赋存区域的电阻率变化更符 

合实际情况，提高了深部网格的分辨能力。在反演 

中对实测电阻率数据和模型正演数据分别取对数， 

可以提高反演计算的稳定性；将模型修正量与起始 

模型的加法运算改为乘法运算，消除了反演结果中 

的不合理因素，并减少了迭代次数，经过小于 l0次 

的迭代，观测数据与拟合数据的均方误差小于5％。 

将三维地电断面全域反演改为三维局域反演，大大 

提高了三维反演的速度，迭代一次的计算时间由原 

来的4．5 h左右减少到15 min左右。三维全域反演 

与局域反演方法的计算结果表明，局域反演的效果 

要好于全域反演。对矿山生产实例的反演结果来 
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看，反演解释与已知地质断面吻合得非常好，反演方 

法可以应用到实际中。 

1 有限单元法三维电阻率最小二乘反演中 

存在的问题 

有限单元法三维地电断面电阻率最小二乘反演 

计算步骤大致是这样的，首先对预测模型进行正演 

计算，然后求取偏导数矩阵，最后利用最小二乘法进 

行反演，这样的反演存在的问题有： 

问题一：目标体深部单元反演能力 

最小二乘的原理是将线性化得到的方程组 

Ad=AAm (1．1) 

正则化为法方程 

ArAAm =A d (1．2) 

式中A为偏导数矩阵， 为A的转置矩阵，Am为模 

型参数修正量，Ad为正演视电阻率与实测视电阻率 

的数据差矢量；或者构造目标函数 ： 

： II△d—AAm II 

将上述目标函数对Am求导并令其等于0，也可得到 

线性方程组(1．2)； 

求解(1．2)的前提是，偏导数矩阵A的各列线 

性无关 ，即A为满秩矩阵。这时，A 对称且满秩 ，即 

A A是正定的，方程(1．2)有惟一解。但有时参数之 

间会出现较强的相关性，或观测数据带来的参数信 

息不足，以及不可避免的观测误差 ，导致矩阵 A的某 

些奇异值很小，使矩阵A的条件数非常大，A 的条 

件数更是增至A的条件数的平方，所以矩阵A 是 

严重病态的。为了抑制病态，通常采用阻尼最小二乘 

法，它需要在每次迭代中反复调整阻尼系数，降低了 

效率，而且阻尼系数只是一个人为的常数，其中不含 

任何有用信息，其 目的只是为了获取最小二乘法的 

解，因此，使用阻尼最小二乘法解的真实可靠性是没 

有考虑的，多解性问题很难得到有效解决。 

Sasaki_4 (1994)在方程组中加入光滑度参数， 

其物理意义就是使地下模型尽量简单光滑，相邻网 

格间的电阻率没有突然的变化。具体定义为： 

0：(△ E+am7+am7+△， +amy+am；一 
6A％)／6 (1．3) 

式中／tmj为第 个模型的电阻率修正量，上标 E， ， 

Ⅳ，S，U和D表示与第 个模型相邻的前后、左右和上 

下单元，写成矩阵的形式： 

r=CAm (1．4) 

这里，C为光滑度算子，取值为1／6，一1或者0。采用 

(1．3)和(1．4)计算的光滑度矩阵加入到方程组 

中，浅部网格得到比较好的结果，但对于深部单元， 

其灵敏度还不够，反演能力较差。 

问题二：最小二乘反演稳定性问题 

在对三维地电断面进行反演计算时，如果起始 

模型的选择不当，那么起始模型的三维正演值与观 

测值之间的差就会非常大，数据差矢量Zld中有较大 

的元素，如果同时又有较小的元素存在，在求解线性 

方程组(1．2)时的误差增大，有时甚至会导致解线 

性方程组(1．2)不收敛，反演的稳定性受到极大影 

响，从而得不到正确的结果。 

其次，起始模型的选择与地下真实模型的差别 

太大，求解线性方程组(1．2)后就会得到比较大的 

模型修正量 Am，如果Am大于起始模型，就有可能 

在新的模型中出现网格电阻率为负的情况，得到明 

显错误的结果。 

问题三：反演速度和迭代次数问题 

在进行三维地电断面的反演计算时，计算时间 

大概分为以下几个部分之和，当然，计算时间与网格 

剖分、观测数据量有密切关系，本文中，反演采用的 

网格剖分数为48 x 38 x 20：36 480，观测数据个数 

950个，以比较普通的奔腾 llI一866型计算机为例； 

首先是正演计算时间，大约为15 min；然后是偏导数 

矩阵的计算时间，大约为 5 min；偏导数矩阵正则化 

(矩阵乘)时间，大约为1．5 h；最后是线性方程组求 

解模型修正量的时间，这个过程所耗费的时间最多， 

大约为2．5 h；计算时间总计约为4．5 h。这个时间只 

是迭代一次的结果。 

三维地电断面反演计算所需的总时间，等于反 

演迭代一次所需时间与迭代次数之积，如何在保证 

反演精度的同时，有效减少迭代次数，才能使三维反 

演所需的时间真正得到减少，才能真正使三维反演 

从理论走向实践。 

2 解决问题的办法 

2．1 提高深部单元的反演能力 

构造全新的先验信息使反演更符合实际情况； 

在三维地电断面的正演计算中，整个区域可以划分 

为边界区和 目标区 ，边界区网格电阻率是均匀 

的，网格单元的边长以指数关系递增，以模拟无穷远 

边界；目标区为不均匀体的赋存区域，其网格剖分均 

匀但电阻率是非均匀的；由于边界区的电阻率均匀， 

对计算结果的影响很小，因此在反演计算中可假定 

边界区网格电阻率的变化较小，而目标区为 目标体 

的赋存区域，网格电阻率的变化较大，这两个区域的 
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网格体积有较大区别，因此可在目标函数中加入体 

积因子，使单元网格的体积越大，电阻率变化越小， 

这样就使模型具有了先验信息，体积因子的定义为： 

fA· f， 为网格 相邻前后上下左右网格， 

【0
， 为其他非相邻网格。 

C =一A ·vj， = 1，2⋯ ⋯ ， ， 

式中 为单元格 的体积，A为拉格朗日乘数。构造 

目标函数 

= ll△d—AAm ll +ll c (m—m6+Am)ll 

(2。1) 

将上述目标函数对Am求导并令其等于0，也可得到 

如下线性方程组： 

(A A+AC TC )Am=A △d (2．2) 

求解以上方程组，便可以得到模型修正量Am，将这 

个向量加到起始预测模型向量中，得到新的预测模 

型；起始模型正演值与观测值之间的均方误差可以 

用以下计算公式得到： 

rm s = ~／—AdrA—d／N (2．3) 

式中Ⅳ为观测数据量。实践表明(见本文算例 1)，利 

用体积因子作为先验信息加入到反演计算中，提高 

了深部网格电阻率反演能力。 

2．2 提高反演稳定性和减少迭代次数问题 

分别对预测模型的正演数据和实际观测数据取 

对数，那么，数据差矢量Ad为实际观测数据的对数 

值与起始模型正演数据的对数值之差，即 

Ad =In(p 。)一In(p。。)，i=1，2，⋯，Ⅳ， 

式中，P 为第 i个观测视电阻率数据，P。 为预测模型 

的第 个正演视电阻率值，Ⅳ为观测视电阻率数据 

量；经过以上处理，数据差矢量Ad中元素的差别就 

不会太大，这样一来，起始模型的设计基本上不会受 

到限制。将偏导数矩阵的形式改为 

A = = ．2，⋯ ， 

N。j=1．2，⋯。M 

式中 P 为第 个观测视电阻率数据，p 为预测模型的 

第 个单元的电阻率，模型中共有 个单元；以上处 

理，恰好与数据差矢量Ad的处理相一致；这样，方程 

(1．2)中所有项均为对数形式，那么相应地，方程的 

解，即模型参数修正量矢量Am也应该是对数形式，即 

n
， 

△ =In(p'7)一In(pj)=In(t, j)√=1，2⋯，M， 
3 

其中，p 为新的预测模型的第 个单元的电阻率。那 

么，新的预测模型可以表示为： 

P =p ·eAmj√一1，2，⋯，M， 
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即新的预测模型电阻率值等与原先的模型电阻率值 

与模型修正量的指数的乘积。式中，如果Am；的取值 

为正，上式将对起始预测模型进行放大处理，如果 

Am 取值为负，上式将对起始预测模型进行缩小处 

理。这样，不但消除了新的预测模型中电阻率取负 

值的隐患，保证迭代过程的稳定性，而且上述处理对 

迭代具有加速的功能，经过反演实例计算表明，迭代 

次数由原来的1O次左右，减少到目前的5次即可达 

到要求。图1为反演迭代次数与拟合均方误差的关 

系图。从图中可以看到，在进行上述处理之前，当迭 

代次数达到5次以后，均方误差的下降趋势已经明 

显减缓，迭代次数的增加已经不能使数据的拟合程 

度有太大改善了。而经过上述处理之后对数据的拟 

合程度的改善是非常明显的，在第五次迭代后，均方 

误差已经小于5％，在第十次迭代后，均方误差只有 

2．8％。由于均方误差的减小速度在第五次迭代后 

明显变小，一般反演计算只需要5次便足够了。 

1．Z 

1 

0．8 

1O 20 30 

Iteration 

1 迭代次数与均方误差的关系 

2．3 反演速度问题 

从上一节对反演计算时间的分析可以知道，反 

演时间主要与偏导数矩阵正则化(矩阵乘)时间和 

线性方程组求解的时间有关，这两个部分所耗的时 

间约占反演计算时间的9O％，因此只要有效减少这 

两个部分花费的时间，就可以大幅度提高计算速度。 

与矩阵的乘和方程组求解时间成正比的是矩阵 

元素的数量或方程的数量。在前面反演方法的论述 

中，反演的地下网格是所有的剖分网格，包括了边界 

区非均匀网格，而在实际的反演中，首先是假设边界 

区网格电阻率的变化非常小；既然如此，那些电阻率 

变化很小的模型网格就可以不用参加三维反演计 

算，如果仅仅关心观测区的网格电阻率的变化，那么 

其他的非观测区的网格可以全部不用考虑，反演网 
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格的数量将大大减少，以每条剖面 2O个供电点、共 

5条剖面、剖面线距是点距的两倍来计算，地下需要 

反演的网格数量由以前的48×38×20=36480个， 

缩减为现在的24×10×20=4800个，观测数据个数 

= 950个，计算时间的构成也发生了很大变化：正演 

计算时间大约为 15 min；然后是偏导数矩阵的计算 

时间，大约为20 s；偏导数矩阵正则化(矩阵乘)时 

间，大约为30 s；最后是线性方程组求解模型修正量 

的时间，这个过程所耗费的时间为2 min左右；迭代 
一 次的计算时间总计约为 18 min。与原来的4．5 h 

相比，速度的提升是显而易见的。如果以5次迭代 

来算的话，三维地电断面反演时间总共约为 1．5 h。 

这个速度，只是相对于普通的奔腾llI一866型计算 

机为例的。 

为了缩短计算时间而缩小反演计算的范围，这 

种处理方式，会对反演的准确性和反演精度带来什 

么影响，这是问题的焦点所在；为了检验这种方式， 

本文采用了一系列比较典型的模型进行大量的反演 

试验，并利用野外实测数据进行反演。 

3 反演算例 

算例 1：均匀半空间中一个 6m×6m×6m低阻 

立方体，围岩电阻率为 1OQ ·m，立方体电阻率为 

1Q ·m，埋深 2m，采用二极装置测量，测量点距 1 

m，线距2 m，每条剖面上2O个供电点，共设计剖面 

5条，图2(a)所示为实际的模型，图2(b)为采用文 

献 中的光滑度系数进行反演的结果，图2(c)为采 

用体积因子作为先验信息反演得到的结果，图中结 

果对比可以看出，体积因子反演目标体下部单元的 

能力相对较好。 

算例2：均匀半空间中一个6m×6m×6m高阻 

立方体，围岩电阻率为 1OQ ·m，立方体电阻率为 

5OQ·m，埋深2m，采用二极装置测量，测量点距 1 

m，线距2 m，每条剖面上 2O个供电点，共设计剖面 

5条，图2(a)为实际的模型，图2(b)为全区域所有 

网格均参加反演计算得出的结果，网格总数为48× 

38×20=36 480个，迭代次数为5次，实际电阻率与 

反演得到的电阻率均方误差为9．4％，计算时间约 

l 1 】6 lT2 】76 L_f x ：∞  }“ l脯  Fj I 。。 1∞  】̈  1 172 176 18。 x，t 

60 164 [65 l72 76 i栅 x，I 

霞 骚 鳐 

i一  
鬟 
霆 圜 ■ 

圈 

0 】0 3 0 4 S 5 $0 0 I：0 

(a)真实模型 (b)光滑度参数反演结果 (c)体积因子反演 

图2 低阻体反演效果对比 
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为24 h。从三维反演的结果中，可以看到在高阻立 

方体周围的高阻晕圈，大小为 14 X 10 X 10。晕圈中 

央与高阻立方体的位置相对应，但是中心的最大电 

阻率仅为 28n ·m，最小电阻率为 13n ·m，与真实 

模型的电阻率相差很多。虽然反演结果反映了立方 

体的位置和电性，但对于量的反演效果有待加强。 

同样的模型，采用部分区域网格参加反演计算 

的算法，得到的结果见图3(c)，参加反演的有24 X 
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(a)真实模型 

10 X20=48O0个网格 ，即在 X方 向有 24个网格 ，稍 

大于供电点的个数，Y方向取 1O个网格，Z方向为 

全部网格。迭代5次，计算时间总计为90 min，与全 

域网格反演计算时间相比，速度提高了1O几倍，反 

演结果也有不同之处，即晕圈中心的最大电阻率为 

59n·m，最小电阻率为28n ·m，高阻晕的范围也 

略小，也就是说，反演结果无论在空间位置还是电性 

与实际模型更为接近。 
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(b)全域反演结果 

图3 全域反演与局域反演结果对比 

算例3：地下三维模型设计为电阻率为 1On·m 

的半空间中有两个地质体，大小和电阻率值均不相 

同，空间位置分布见图4(a)，小一点的长方体为高 

阻，电阻率为 lO01l·m，大小为4m X6m X4m：大一 

点的立方体为低阻，电阻率为 In ·m，大小为6m X 

6m X6m；反演结果见图4(b)，高阻地质体对应的高 

阻晕和低阻晕的大小范围略有缩小，最大电阻率为 

74 

45 60 

(C)局域反演结果 

101n·m，在高阻晕下方出现了低阻信息，电阻率在 

7gl·m左右，但并没有影响到对高阻体空间位置和 

电性的判断。低阻晕在 x方向和 Z方向分布的范 

围较大，这可能与高阻体在旁边的影响所导致的，低 

阻体的空间位置和电性与模型吻合非常好。证明反 

演计算对多个地质体也是有效的。 
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图4 两个地质体的三维反演结果 

4 结论 

1)把体积因子作为先验信息，加入到最小二乘 

反演方法中，可以有效解决三维电阻率反演中的多 

解性问题的同时，提高深部目标体反演能力。 

2)对实测电阻率数据和模型理论正演数据分 

别取对数，提高了反演计算的稳定性，起始模型的选 

择基本不受限制；将模型修正量与起始模型的加法 

运算改为乘法运算，彻底消除了反演结果不合理因 

素，并大大减少了迭代次数，经过小于 10次的迭代 

次数，观测数据与拟合数据之间的均方误差小于 

5％ 。 

3)将三维地电断面的全域反演改为局域反演， 

大大提高了三维反演的速度，迭代一次的计算时间 

由原来的4．5 h左右减少到 15 min左右。对比两种 

方法的计算结果，局域反演的效果要好于全域反演。 
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RESEARCH ON 3一D RESIsTⅣITY LEAST—SQUARE INVERSION 

USING THE F iITE ELEMENT METHoD 

HUANG Jun—ge 一，RUAN Bai—yao ，BAO Guang—shu 

(1．Institute ofInformation and Physics，Central—South University，Changsha 410083； 

2．Department of Resources and Environment Engineering，Guilin Institute of Technology，Guilin 541004) 

Abstract：The problems on inversional capability of deeper units
， stability and speed in 3一D resistivity least—square inversion based on FEM are 

discussed and improved in the paper．The addition of prior information made with volume gene in the least square call resolve effectively ill—-posed prob— 

lem in 3一D inversion．Aiming at the restriction of inversion based on FEM
， getting the logarithm of actual resistivity and theoretic resistivity Can improve 

the stability of inversion． Using exponential form to correct value of the model can fetch up the defect which get minus resistivitv and reduce the time of 

calculation from 2．5 hours to 15 minutes．The result of part inversion is better than  that of full inversion
． The inversional resuit of m0de1蛐d Dractice in 

field show that the woA presented in the paper is effec tive． 

Key words：the finite element method，3一D，resistivity，least—square
．
inversion 
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