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视电阻率对模型电阻率的偏导数矩阵计算方法
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[摘 　要 ]按 Tripp et al. (1984)提出的理论 ,给出了一种视电阻率对模型电阻率的偏导数矩阵简便计

算方法 ,它的核心是互换定理。只要得到所有供电和测量电极节点分别供单位电流时各有限元网格节

点上的电位 ,通过线性组合就可得到视电阻率对模型电阻率的偏导数。
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0 　引 言

直流电阻率的最优化反演中 ,常遇到求偏导数

矩阵问题。对一维反演问题来说 ,可通过差分法求

解 ,而对于二维和三维反演 ,尤其是三维反演 ,如若

用差分法求解 ,则计算工作量相当巨大。如 10 ×10

×10 网格的三维模型 ,模型参数共 1000 个 ,则用差

分法解偏导数矩阵 ,需进行 1001 次三维正演模拟计

算 ,在 PIII550 计算机上按每次正演计算 30min 计

算 ,共需时间约 500h ,这是不切实际的。为此 ,国外

Tripp et al . (1984) 和 Sasaki (1994)介绍了用互换定

理来计算偏导数矩阵方法[1 ,2 ] ;作者曾利用上述方

法在直流电阻率/ 激发极化二维最优化反演方法进

行了应用[3 ,4 ] ,另外万乐也在博士论文中介绍了上

述方法[5 ] 。本文将在此基础上 ,给出这个方法在三

维反演中偏导数矩阵计算的详细过程。用此方法 ,

直流电阻率测深最优化反演中的偏导数矩阵计算 ,

仅仅需要分别对所有供电和测量电极节点作为电源

点进行正演模拟计算 ,然后对所有网格节点上的电

位线性组合即可 ,大大减少了计算工作量。

1 　视电阻率的正演计算

对四极测量装置 (包括地面偶极 —偶极、对称四

极以及井地、井井等四极测量) ,视电阻率的表达式

为 :

ρS ( A , B , M , N) = K( A , B , M , N) [ V ( A , M) - V ( A , N) - V ( B , M) + V ( B , N) ] (1)

对三极测量装置 ,视电阻率的表达式为 :

ρS ( A , M , N) = K( A , M , N) [ V ( A , M) - V ( A , N) ] (2)

对二极测量装置 ,视电阻率的表达式为 :

ρS ( A , M) = K( A , M) V ( A , M) (3)

　　上述各式中 ,供电电流 I 都假设为 1A , K( A ,

B , M , N) 、K( A , M , N) 和 K( A , M) 分别为四极、三

极和二极装置的装置系数 ,仅与供电电极 A 、B 和测

量电极 M、N 位置有关 ; V ( A , M) 、V ( A , N) 、V ( B ,

M) 和 V ( B , N) 分别为 A 点供电M、N 处电位和B 点

供电 M、N 处电位。由此可见 ,任何装置的视电阻率

ρs 的计算 ,都可归结到点电流源场的电位 V 的计算。

点电流源场电位的计算 ,可用有限元方法进行。

假设有限元网格节点总数为 M 个 ,所有供电电极和

测量电极都位于网格节点上 ,我们可用 V ( iA , jM) 来

表示 V ( A , M) 、V ( A , N) 、V ( B , M) 和 V ( B , N) , 其

中 iA 表示供电电极A 或B 所在的有限元网格节点编

号 , jM 表示测量电极 M 或 N 所在的有限元网格节点

编号。则由有限元数值模拟方法知 , V ( iA , jM) 可由

下面的线性方程组求得 :

KV = S ( 4)

式中 K为 M ×M 阶对称系数矩阵 ,其各项元素

与模型电阻率分布和网格剖分有关 ,当无穷远边界

使用二类齐次边界条件时 ,元素与电流源点位置无

关 ; V为 M 个网格节点的电位向量 ; S 为电流源向

量 ,其元素 S k 除含电流源的网格节点处等于 1 外 ,

其它均等于零。这样 V ( iA , jM) 实际上是当时电位
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sk =
1 　, k = iA 　

0 　, k ≠ iA 　
, k = 1 ,2 ⋯, M (5)

向量中的第 jM 个元素。由互换原理 ,我们还可得

到 :

　　V ( iA , jM) = V ( jM , iA) (6)

即网格节点 iA供电节点 jM 处的电位等于在网格节

点 jM 供电节点 iA 处的电位。

2 　视电阻率对模型电阻率的偏导数矩阵计

算方法

直流电阻率数据最小二乘反演时 ,其偏导数矩

阵 A的形式为[ 3] :

A = [ aij ] , aij =
9logρsi

9logρj
=
ρj

ρsi

9ρsi

9ρj
, (7)

i = 1 ,2 , ⋯ , MS , j = 1 ,2 , ⋯, Mm

这里 ,ρsi 是预测模型的视电阻率数据 ,它与 Ms

个实测视电阻率数据相对应 ,从 (1) (2) (3) 式知 ,它

由 V ( iA , jM) 所组成 ;ρj 是预测模型的第 j 个模型参

数 ,共 Mm 个模型参数。考虑到电阻率的变化范围过

大 ,视电阻率和模型参数电阻率都取对数。这样 ,视

电阻率对模型电阻率的偏导数矩阵的计算 ,就归结

到网格节点电位对模型电阻率偏导数计算的问题 ,

即求解 :
9V ( iA , jM)

9ρj
。由 (4) 式 ,注意到源向量 S 与

模型电阻率分布无关 ,可得 :

　　 9
9ρj

(ΚV) =
9Κ
9ρj

V + K
9V
9ρj

= 0 (8)

上式中 ,系数矩阵 K和电位向量 V已在正演计

算中求得 ,而 9Κ
9ρj

矩阵的元素等于系数矩阵 K中的

元素对第 j 个模型参数电阻率ρj 的导数 ,所以很容

易计算得到 ,并且根据有限元网格剖分规律 ,由于 K

中仅几个元素与ρj 有关 ,所以 9Κ
9ρj

矩阵中大部分元

素是 0。因此 ,
9Κ
9ρj

V是已知的 ,我们令它等于 - D ,这

里 D = { d1 , d2 , ⋯, dM}
Τ 是向量。这样式 (8) 可写

为 :

　　　　K
9V
9ρj

= D (9)

上式形式与方程 (4) 完全相同 ,若在求解方程 (4) 过

程中 ,使用乔累希基分解法 ,并保留分解结果 ,则很

容易用顺代和回代的方法求出所有节点上电位对ρj

的导数。

3 　视电阻率对模型电阻率的偏导数矩阵简

便计算方法

由于反演过程中的偏导数矩阵仅需要对测量电

极节点上电位的偏导数计算 ,因此上节的计算方法

还不是最理想的计算方案。下面我们仅关心对测量

电极节点上电位的偏导数
9V ( iA , jM)

9ρj
的计算 ,将 (9)

式右端项展开 :

K
9V
9ρj

= d1{1 ,0 ,0 , ⋯,0}T + d2{0 ,1 ,0 , ⋯,0}T + ⋯+ dM{0 ,0 ⋯,0 ,1}T (10)

由此得 :

9V
9ρj

= d1 K- 1{1 ,0 ,0 , ⋯,0}T + d2 K- 1{0 ,1 ,0 , ⋯,0}T + ⋯+ dM K- 1{0 ,0 , ⋯,0 ,1}T (11)

　　从 (4)式知 ,d1 K- 1{1 ,0 ,0 , ⋯,0}T 实际上为在第

1 个网格节点上供电电流强度为 d1 时各网格节点上

的电位向量 , d2 K- 1{0 ,1 ,0 , ⋯,0}T 为在第 2 个网格

节点上供电电流强度为 d2 时各网格节点上的电位向

量 ; dM K- 1{0 ,1 ,0 , ⋯,0}1 则为在第 M 个网格节点上

供电电流强度为 dM 时各网格节点上的电位向量。因

此 ,对
9V( iA , jM)

9ρj
,即第 jM 个元素 ,我们有 :

9V( iA , jM)

9ρj
= d1 V(1 , jM) + d2 V(2 , jM) + ⋯+ dM V( M , jM) = 6

M

k = 1
dk V( k , jM)

　　引用互换原理 (6) ,上式可写为 :

9V( iA , jM)

9ρj
= 6

M

k =1
dkV ( jM , K) (12)

即网格节点 iA供电 ,网格节点 jM 上的电位对模

型电阻率参数的偏导数
9V ( iA , jM)

9ρj
,等于在网格节

点 jM 处供电时 ,所有网格节点上电位的线性组合。

因此 ,若在作正演计算时 ,依次计算和存储了各供电

和测量节点供单位电流时所有网格节点的电位 ,则

可计算任何电极装置视电阻率ρS 的雅可比矩阵。

如果在正演计算时 ,无穷远边界使用二类齐次边界

条件 ,则系数矩阵 K与电流源点位置无关 ,因此只

要进行一次分解 (或消元) 。就能计算得到所有电极

点供电所有网格节点上的电位。而电位对模型参数
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电阻率的偏导仅仅是这些电位的线性组合 ,因此计

算工作量很少。

下面我们列出偏导数矩阵的计算步骤 :

1)解线性方程 KV = S ,其中

　　　　　S = õS1 , S2 ⋯, SMe」,

Me 为所有供电和测量电极数 , S i 为 M 维列向量 ,除

第 i 个电极 ( i = 1 ,2 , ⋯, Me) 的网格节点号 jM 对应

的元素等于 1 外 ,其它元素都等于 0。这样解一次线

性方程就可得到所有电极节点供电时 ,所有网格节

点上的电位 V ( jm , k) ;

2)根据模型参数分布计算 9Κ
9ρj

;

3)计算各电流电极供电时的 D = 2 9Κ
9ρj

V ;

4)按公式( 12)计算
9V( iA , jM)

9ρj
;

5)按公式( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 7)计算得偏导数矩阵。
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A GENERATION METHOD OF THE PARTIAL DERIVATIVES OF THE

APPARENTRESISTIVITY WITH RESPECT TO THE MODEL RESISTIVITY PARAMETER
RUAN Bai - yao

Abstract :Base on Tripp et al . (1984) sensitivity theorem , a generation method of the partial derivatives of the apparent Resistivity with respect to the model resis2

tivity parameters by is given. The key point is that because of the reciprocity relationship between the source and receiver locations. The partial derivatives of the

apparent Resistivity with respect to the model resistivity parameters equal to a linear combination of the forward electric potential responses in all net points of finite

element method resulting from sources placed at the receiver sites.

Key words : Resistivity , Finite element method , Partial derivative , Reciprocity theorem.
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