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[摘 　要 ]从二维声波方程初、边值问题出发 ,通过引进一个广义幂指数误差分布函数 ,以及对波动

方程的 Lippman - Schwinger 方程的解进行 Born 近似 ,导出一个残差加权迭代最小二乘 (稳健迭代) 算法 ,

进而实现对地下介质剖面的速度结构反演计算。模拟计算表明 ,本方法具有较高的精度和较强的抗干扰

能力 ,是求解声波方程反演问题的一种有效方法 ,同时也为地下介质的速度分布成像提供一种新的技术。
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技术·方法

1 　引言

利用地震勘探资料反演地下结

构和物性参数 ,一直是地震资料数

据处理的重要研究内容 ,它是一个

十分复杂的理论和应用问题。地震

反问题可广义地归结为反散射方法和基于迭代的间

接反演方法。反散射方法的基本原理是散射理论 ,

它是由 Cohen 和 Bleistein (1977) 首先在 Geophysics 杂

志上发表的应用反散射理论研究常速背景下 ,零偏

移距地震资料反演速度小摄动方法而发展起来的。

后来又经 Beylkin (1985) 和 Bleistein (1986 ,1987) 等人

的进一步完善 ,最终形成了反散射方法类。而间接

方法是以 Tarantola (1982 ,1984 ,1986 ,1987 ,1988) 的最

小二乘准则下的优化算法为代表 ,其专著 Inverse

Problem Theory (1987) 是对这一方法体系的系统总

结。

国内对于反演问题的研究相对较晚一点。黄光

远等人 (1985 ,1986)从微分方程的边值问题出发 ,利

用特征线理论 ,给出了快速反演波阻抗的方法。后

来 ,刘家琦等人 (1991 ,1994) 在其基础上 ,对波阻抗

反演问题进行了深入地研究 ,使得一维波动方程的

反演方法较为成熟 ,并在石油勘探中获得了实际应

用 ,得到了较好的效果 ,对整个物探研究带来了深远

的影响。

然而 ,实际工作中为了详尽地查明地下地质构

造和岩性参数 ,一维反演方法远不能满足要求 ,因

此 ,需要加强二维乃至多维波动方程反演方法的研

究。在二维研究方面 ,Crase 等人 (1990)曾利用 P 波

和 S 波对弹性波方程的非线性波形反演问题进行过

详细研究 ,并取得了很好的反演结果。黄联捷等

(1991a ,1991b) 和杨文采 (1995) 则从逆散射理论出

发 ,通过对介质模型进行一定的假设后 ,导出了声波

方程逆散射问题的解析表达式 ,实现对地下介质结

构的反演计算。陈小宏等 (1996) 则采用最小平方拟

合修正模型参数 ,对二维波动方程进行反演 ,并对加

噪稳定性问题进行了研究。王守东等人 (1995) 从二

维声波方程出发 ,用最小二乘和正则化方法相结合

的办法 ,成功地模拟了利用垂直入射时的反射地震

记录 ,反演地下介质的速度分布。以上这些方法为

我们提供了较好的数值模拟结果。

本文则从二维声波方程初、边值问题出发 ,结合

Born 近似和广义幂指数误差分布函数 ,给出了二维

声波方程反演的稳健迭代算法。该方法具有较强的

抗噪能力 ,是求解声波方程反演问题的又一种行之

有效的数值方法。

2 　数学模型

对于二维地质体模型 ,横向 x 为地表坐标 ,纵向

z 为深度坐标 ,描述地震波传播的二维声波方程为 :

52 u
5 x2+

52 u
5 z2 -

1
v2 ( x , z)

52 u
5 t2 = ∑

i

Fi ( t)δ( z - zi) (1)

　　上式 Fi ( t) 为震源函数 , v ( x , z) 为速度变量 ,

速度变量在 Μ = [0 , X ] ×[0 , Z ] 区域上变化 ,在区

域 Μ之外 ,认为它是一个常速度 ,即 v ( x , z) = v0 。

假设介质在激发前为静止状态 ,则有 :

u ( x , z ,0) =
5 u ( x , z ,0)

5 t
= 0 (2)

　　考虑到地震波在地表接近垂直出射和接收的为
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垂直分量 ,自由表面边界条件近似为 :

5 u ( x ,0 , t)
5 z

= 0 (3)

　　为了模拟计算地震波在半无穷介质中的传播情

况 ,在区域 Μ边界上采用吸收边界条件 :

(
1
v0

5
5 t

-
5

5 x
) u (0 , z , t) = 0 (4)

(
1
v0

5
5 t

+
5

5 x
) u ( X , z , t) = 0 (5)

(
1
v0

5
5 t

+
5
5 z

) u ( x , Z , t) = 0 (6)

　　对于给定速度 v ( x , z) 的分布 ,求取波场分布

u ( x , z , t) 问题 ,为正演问题。在实际地震勘探中 ,

要求通过地表观察资料 ,推算地下速度分布 ,这为反

演问题。

对于反演问题来说 ,上述边值问题 (1)～ (6)需要

补充附加条件 :地表地震记录 u ( x ,0 , t) = f ( x , t) 。

3 　反演问题

反演是指在已知地震记录的情况下 ,反算地下

结构或速度分布问题。本文中就是已知 u ( x ,0 , t)

的分布 ,求取 Μ = [ 0 , X] ×[ 0 , Z]区域内的速度分

布。这样 ,从初、边值问题 (1)～ (6)出发 ,首先对 (1)

～ ( 6) 关于时间 t 作 Fourier 变换 , 令 α( x , z) =

v0
2/ v2 ( x , z) 、k =ω/ v0、珘u=珘u ( x , z , k) ,可得 :

52珘u
5 x2 +

52珘u
5 z2 +α( x , z) k2珘u = ∑

i

珘Fi ( k)δ( z - zi)

5
5 z
珘u ( x ,0 , k) = 0

( jk +
5
5 z

)珘u ( x , Z , k) = 0

( jk -
5

5 x
)珘u (0 , z , k) = 0

( jk +
5

5 x
)珘u ( X , z , k) = 0

(7)

　　令α( x , z) =α0 ( x , z) + △α( x , z) , 则 (7)的第

一个方程变为 :

52珘u
5 x2 +

52珘u
5 z2 +α0 ( x , z) k2珘u =

∑
i

珘Fi ( k)δ( z - zi) - △α( x , z) k2珘u (8)

　　它的Lippman - Schwinger 方程解为 :

珘u ( x , z , k ,α) =珘u0 ( x , z , k ,α0) -

k2∫
X

0
∫

Z

0

G( x ,ξ, z ,ζ, k ,α0) ·

珘u (ξ,ζ, k ,α) △α(ξ,ζ) dξdζ (9)

　　等式中珘u0 ( x , z , k ,α0) 是边值问题 (7) 对α( x ,

z) = α0 ( x , z) 情况下的解 , G( x ,ξ, z ,ζ, k ,α0) 为

Green 函数 ,对上式进行反 Fourier 变换 (关于时间

t ) ,并用 g ( x ,ξ, z ,ζ, t ,α0) 表示 G( x ,ξ, z ,ζ, k ,

α0) 的反 Fourier 变换。可得 :

u ( x , z , t ,α) = u0 ( x , z , t ,α0) +

∫
X

0∫
Z

0

v - 2
0

52

5 t2∫
t

0

g ( x ,ξ, z ,ζ, t’,α0) ·

u (ξ,ζ, t - t’,α) dt’△α(ξ,ζ) dξdζ (10)

　　在地震勘探中 ,通常所采集到的是 z = 0 处的

地表地震记录 f ( x , t) , 并且在地表以下的深度处 ,

波场是未知的 ,用 u0 ( x , z , t ,α0) 代替 u ( x , z , t ,α) ,

从而可以获得一个一级 Born 逼近的线性近似式子 :

f ( x , t) = uL ( x ,0 , t ,α) = u0 ( x ,0 , t ,α0) +

∫
X

0
∫

Z

0

K( x ,ξ,ζ, t ,α0) △α(ξ,ζ) dξdζ (11)

　　式中 K( x ,ξ,ζ, t ,α0) 为核函数 :

K( x ,ξ,ζ, t ,α0) = v - 2
0

52

5 t2∫
t

0

g ( x ,ξ,0 ,ζ, t’,α0) ·

u0 (ξ,ζ, t - t’,α0) dt’ (12)

　　上述方程 (12) 为二维第一类 Fredholm 积分方

程 ,在一般情况下 ,由于测量数据 f ( x , t) 是不精确

的 ,并且其积分核也可能是病态的。为此 ,我们把误

差函数表示为ε( x , t) = f ( x , t) - uL ( x ,0 , t ,α) ,并

且定义一个广义似然函数 ,使误差分布满足模型参

数的优化选择时 ,广义似然函数取极大值。这个误

差函数可以通过广义幂指数在概率分布族中适当地

表示为 :

f (ε,β, P) =
P

2βΓ(1/ P)
e - (|ε|

P
/β) (13)

　　这里Γ(·) 是伽玛函数 ,β和 P 都是正参数。

　　上式中 ,当 P = 1 时 ,它简化为二项指数分布 ;

而当 P = 2 时 ,它变为具有β2 = 2σ2 (σ2 是方差)的

普通高斯分布 ,这时Γ(1/ 2) = π ;对于 P 接近无

穷时 ( P → ∞) ,则变为均匀分布。它的优点在于 :

它所描述的误差分布不仅仅是高斯分布 ,而是一个

常见的地震噪音的宽频带分布 ,它同时也提供了一

个误差概率分布情况下 ,获得优化模型参数的准则。

在本方法中 ,这个广义似然函数具体为 :

f ( uL ,β, P) =
P

2βΓ(1/ P)
exp ( - { ∑

Nx - 1

i = 1
∑
Nt

j = 1

| f ( x i , tj) -

uL ( xi ,0 , tj ,α) | P △x △t/β} ) (14)

　　上式中 Nx , Nt 分别是对地表位置和时间变量

的离散总段 , Nx = X/ △x , N t = T/ △t . 这个似然

函数取极大值等价于 :
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∑
Nx - 1

i = 1
∑
Nt

j = 1
| f ( xi , tj) - uL ( xi ,0 , tj ,α) | P=min (15)

　　为了从上式中推得模型参数的变换量修正值

△α(ξ,ζ) ,我们把线性化波场 (11) 进行离散化 ,考

虑到 Μ=[0 ,X] ×[ 0 ,Z]区域之外波速为常速 v0 ,应

有 △αl , m 为 0 ,并令 Dij = f ( x i , tj) - u0 ( x i ,0 , tj ,α0) ,

ωilmj = Kilmj △x △z 和 rij = Dij - ∑
Nx - 1

l = 1
∑

Nz - 1

m = 1

ωilmj △αlm ,最终

可推得 :

∑
Nx - 1

i = 1
∑
Nt

j = 1

ωinqjDij

| rij | 2 - P = ∑
Nx - 1

i = 1
∑
Nt

j = 1

ωinqj ∑
Nx - 1

l = 1
∑

Nz - 1

m = 1

ωilmj △αlm

| rij | 2 - P

(16)

　　写成矩阵形式为 :

ω
_

TR
_
ω

_

△α = ω
_

TR
_

D (17)

　　通过求解上述 (17) 式 ,可以获得模型参数的修

正矢量 △α,这样就可以获得新的模型矢量α=α0

+ △α。为了更好地获得一个接近于真实模型参数

的估计值 ,我们采用迭代方法 :即以每次迭代中获得

的新的模型参数 ,作为下次迭代的初始值 ,通过反复

地分配权矩阵 R
_

给 ω
_

Tω
_

和 ω
_

TD 实现加权 ,一直迭

代到该模型参数满足一定的精度要求为止。这一迭

代过程又叫做迭代加权最小二乘法 ,或叫做稳健方

法。这一算法 ,在当 ‖rij ‖ < ε (收敛条件) ,或达

到迭代的最大次数时结束。

Byrd 和Dyne (1979)表明 :迭代加权最小二乘法 ,

当范数 P(1 < P < 2) 在满足相当弱的条件下是完

全收敛的 ,特别地 , ‖rij ‖必须满足条件 : 1) 非增

的 ,2)有界的。对于这样两个条件 ,我们是通过下列

修改权系数的办法达到的 :

rij =
| rij ( k) | P- 2 　　 | rij ( k) | > δ

| δ| P- 2 　　 | rij ( k) | < δ

　　δ是某个给定的小正数 , k 是迭代次数。通过

这样修改 ,这个算法完全地收敛到某个固定点 △α。

原则上 , P可以取 1 到 2 之间的任意值 ,都可保证迭

代加权最小二乘法收敛 ,即保证稳健迭代反演实现 ;

考虑到我们所加的噪声是采用伪随机数模拟的 ,为

了防止离群点问题 ,计算中取 P = 1. 35 ,这样 ,使数

据误差既体现高斯分布 ,又体现二项分布。

4 　数值模拟

下面分别对水平层状介质、向斜构造和二维介

质中含有异常体模型进行反演计算 ,图 1 (a) 为一个

水平层状介质网格模型 ,第一层速度为 2600 m/ s ,第

二层速度为 3000 m/ s ,其横向长度 X = 120 m ,地下

深度为 Z = 60 m ,取空间网格为 △x = 10 m , △z =

5 m ,时间步长为 △t = 1. 5 ms。图 1 (b)为其震源函

数 Fi ( t) ,震源位于 z = 5 m 处 ;反演时 ,初值取为

2400 m/ s , P = 1. 35 ,反演最终结果的等值线图为

图 1 (c) 所示 ,图 1 (d) 为其反演的网格点数据 ,图中

数值表示其左上角离散网格点的反演值。从上述反

演的网格点数据与原模型数据比较 ,可以看出 :在无

噪情况下本方法可以精确地反演地下速度分布 ;图

1 (c) 、1 (d)的比较结果也提示我们 ,在等值线图 1 (c)

中所出现的等值线速度梯度问题是由于数据稀疏和

选取等值线间距所造成的 ,为了减少这种问题 ,提高

分辨率 ,就需要加大数据量 ,这对方法本身的检验来

说 ,关系不大。上述比较结果同时说明 ,等值线图形

的分辨率与数据的疏密有关 ,而与反演结果本身无

关。

图 1 　水平层状介质模型
(a) —模型 ; (b) —震源函数 ; (c) —反演的等值线图 ;

(d) —反演的网格点数据

　　为了检验该算法的抗噪能力 ,我们在向斜构造

和高速异常体模型的反演计算中 ,通过对反演数据
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加 10 %和 20 %的随机噪声进行了反演计算 ,研究其

有效性和稳定性 ;图 2 (a) 为向斜构造模型 ,其第一

层速度为 2600 m/ s ,第二层速度为 3000 m/ s ,震源函

数取为图 1 (b) 形式 ,反演时的初值和 P 的取值同

上。图 2 (b)为其无噪时反演的等值线图 ,图 2 (c) 和

(d)为它们加噪 10 %和 20 %后的反演等值线图 ;图 3

(a)为均匀背景中存在高速异常体网格模型 ,背景速

度为 2600 m/ s ,异常体速度为 3000 m/ s ;图 3 (b) 、(c)

和 (d)分别为无噪和加噪 10 %及 20 %的反演等值线

图。

图 2 　向斜构造模型
(a) —模型 ; (b) —无噪反演的等值线图 ; (c) —加噪 10 %反演的

等值线图 ; (d) —加噪 20 %反演的等值线图

　　从上述的反演结果可以看出 :本反演算法具有

较高的精度和较好的抗噪能力 ,即使在达到 20 %的

噪声水平下 ,仍可以获得较好的反演结果。

5 　结论和讨论

本文所提出的反演方法是求解二维声波方程速

度反演问题的一种稳健算法 ,是在计算过程中引进

非整数范数 ,通过广义似然函数极大化 ,实现对反演

时形成的矩阵方程自动加权 ,从而最终实现加权最

小二乘迭代运算 ,克服了传统的求解过程中 ,仅用 l1

范数或 l2 范数的弊端 ,以及人为加权的盲目性。

从我们给出的广义似然函数公式中可以看出 :

当 P 从 1 变化到 2 的过程中 ,相当于误差从具有单

纯的二项分布变化到具有单纯的高斯分布 ,这也提

示出 , P取 1 与 2 之间的某个值时 ,它就可以代表两

种分布同时存在时的情况。

图 3 　均匀背景中存在高速异常体模型
(a) —模型 ; (b) —无噪反演的等值线图 ; (c) —加噪 10 %反演

的等值线图 ; (d) —加噪 20 %反演的等值线图

　　从反演结果的网格点数据与原模型网格点数据

比较 ,可以看出 :在无噪情况下 ,本方法可以精确地

反演地下速度分布 ,为了减少在等值线图 1 (c) 中所

出现的等值线速度梯度问题 ,提高分辨率 ,仅需要加

大数据量 ,而与反演结果本身无关。

另外 ,模型计算还表明 :该算法具有较强的抗干

扰能力 ,如图 2 (d) 和 3 (d) 所示的反演结果 ,在噪声

达到 20 %的水平下仍能获得令人满意的结果。

该算法由于采用时间域计算 ,并且每次迭代过
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程中 ,需要反复计算 Green 函数 ,这就花费了大量时

间 ,从而使该算法占用内存较大 ,计算效率不太高 ;

但是我们知道 , Green 函数的计算是高度并行的 ,随

着并行机的发展 ,这一问题将会得到很好解决 ,计算

效率将会大大提高。
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2 - D ROBUST ITERATIVE VELOCITY INVERSION OF ACOUSTIC WAVE EQUATION
GAO Er - gen ,XU Guo - ming ,LI Guoang - pin ,HE Chuan - song ,LIU Tong - qing

Abstract :2 - D velocity inversion of acoustic wave equation is studied. First ,starts from initial condition and boundary condition of wave equation ,and adopts

Born approxmiation. Then ,we introduce generalized exponential error distribution function to our model ,and minimize it . One anto weighted robust iterative inver2

sion of 2 - D acoustic wave equation is obtained : Iterative weighted least squares method. Further ,the velocity inversion of media underground is solved. Numeri2

cal tests show that this method can give a result with accutacy and stability. lt’s an effective algorithm for 2 - D velocity inversion of wave equation. Meanwhile ,

it offers a new kind of method for tomography of velocity structure underground.

Key words :acoustic wave equation , error distribution function ,inversion ,tomography.
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