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将各类简柱体(含拟柱体)的内插面积和体积计算通式表示为一个简单的二次三项式及其定积分形 

式，实现了一式多用和有关的直接复台运算、可使常规的复杂定积分近似计算转化为简单的犍确计算。 

艚词 缉 ； 
在已往数学公式中，尚无拟柱体内插横断面积 多面体，其侧幔或侧缓均为直线，侧面可为 面或扭 

的通用算式，鉴于此，笔者探求了一种快捷算法。 面，柱高或柱长等于两平行底面的距离。简柱体包 

括几何学中的各类锥体、柱体、拟柱体等，而且可为 

l 晏 赢俩述 凸面体和凹面体。主要类型有 5种(图 1)。 

简柱体为两底和所有顶点均在两平行平面上的 

图 1 简柱体主要类型吓意图 

(a)一扭面体；(b)一拟柱体；(c)一凸面体；(d)一拟层体 ；(e)一截锥体 

设某简柱体的两底面积为 5 和52，柱高和中 位置的横断面积和任意内插区间[。，b]的体积。当 

位面积为 ￡和s3。这里引人一个常数因子口： d=0，6：L时，则： 

Q：4S3～s1一s2，或 s3=(sl+s2+Q)／4 (1) V=L(sl+s2+4s3)／6=L(2Sl+2S2+0)／6 (5) 

￡上任意位置( )所对应的横断面积为： 此为常规的拟柱体体积公式。 

s( )：A+ + (2) 当横断面积s( )与另一函数相乘或复合时， 

式中，A：s，， 即：F( )=G( )s( )或 F( )=G[s( )] (6) 

B=(0—2S1)／￡=(4S3—3Sl—s2)／￡， 则任意内插区间[d，b]的复合值为： 

c：(2S1+2S2—4S1)儿 ； F：J ( )dx=J G( )s( )dz (7) 

式(2)为二次抛物线，而且具有广义性(可包括 

延长的虚棱部分)，故可由任意三个异位横断面积运 

用待定系数法求出各项系数。 

由式(2)可得区间[a，6]的体积为： 

V=j s( )d =V( )l = 

[ + ／2+ ／3] (3) 

或：V=V(b)一V(。) (4) 

当 ￡= 2一 j时，(2)、(3)两式中的 可由 — 

代替。利用(2)、(3)两式易于求出￡上任意内插 

本文 1997年 10月收到，1998年 10改回，张启芳犏辑。 

或：F=f ( )dx：f [s( )]dz (8) 

(7)、(8)两式比原有定积分近似计算方法大为 

简便和实用，以本法为基础的《储量计算积分法》已 

获得较好的应用效果。 

更一般地，若F’( )=l厂( ) (9) 

则：F=』抓 )dz=F( )l (10) 

对简柱体来说，常可直接求出F，即： 

F=F(b)一F(d) (1I) 

在具体应用中，s 和 Q常用图解法、位形法或 
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座标法求出。图解法和座标法可用常规方法先求出 

s3而后得Q，此不赘述。下面对位形法作一说明。 

位形法可先直接求出 Q，而后得 sj，适用于平 

行四边形底面的各种平面类凸面简柱体。当两底面 

为矩形时(图2)，其简化形式如下： 

图 2 矩形底面拟柱体示意图 

Q=sjn (ala2+ l̂ 2)+eos~o(al 2+。2h1) (12) 

式中。l、。2和 。̂、̂2分别为两底面的宽和高， 

为。l与 。2或两底对应对边中线的异面交角，主 

值区间[0， ]。两底面积分别为：sI=口lhl，s2= 

。2̂ 20 

当 >0时，则如式(12)，此为矩形底面的拟柱 

体；特殊情况下，若 口l口2=0或 l̂h2=0，则 Q= 

。l。2目in 或Q=hî2目in (13) 

此为表示斜四面体； 

当 =9o。时，则(13)式变为：Q=。l口2或 Q： 

hlh2 (14) 

此为正四面体(属拟层类)。 

当 =0时，则(12)变为：Q=口lh2+。2hl(15) 

此为拟层体；特殊情况下，Q=alh2或 Q=a2h。 

(16) 

此为正四面体。上述斜四面体公式若令 h2= 

a2sin~o或 a2=h2sin~o，亦可化为 Q=口lh2或 Q= 

o2hl，故斜四面体又可视为拟层体。 

当 =0且 口lh2=口2hi时，此为截锥体，则： 

Q=2alh2=2a2hl或 Q=2~／sIs2 (17) 

由上可知：当 O和两底面的。、h或5已知时， 

可由上述公式判别简柱体类型；反之，当简柱体类型 

( 角)和 a、h或s已知时，可简便求出Q而后得s3 

(适合于截锥体、拟层体和矩形断面的拟柱体)。 

对任一简柱体来说，当Q<2 v厂 时，则必为 

凹面体；否则，当 Q≥2 厂 时，可以是任一类型， 

且常可在降维等积条件下实现与矩形底面的拟柱 

体、拟层体或截锥体类型的相互转换以及同类异形 

转换(当转换成截锥体时，两底面可为任意的同位相 
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似形)，这些转换常可满足某些特殊需要。 

在实际工作中，有时需要求解已知面积、体积等 

的内插位置，这时，只需适当变换前述有关算式，然 

后对方程求解即可。如： 

求横断面积为 s。的内插位置，可将(2)式变为： 

A0+ + =0 (18) 

式中，Ao=A．s0，解出 便得所求之内插位置。 

求体积为 的内插区间[。，b]，可先设定 。= 

。0或 b=b0，而将(4)式变为：A0+V( )=0，式中 

Ao=一 (a)一 或 Ao=一V(b)+ 

此为一元三次方程，解出 便得b或o。 

仿照上述，还可求解其它内插位置，如将(1】)式 

变为：A0+F( )=0，式中A0=一F(口)．Fo或Ao= 
一 F(b)+ ，然后求出b或口。 

2 应用简介 

2．1 图解法 

可用常规的图解方法直接求出中位面积，适用 

于两底面为任意形状的各类简柱体，计算精度取决 

于图解精度。 

例 1 设某一储量计算块段(或其它简柱体)两 

断面(底面)的面积和某组分含量分别为 sl=6，52 

= 9，Pl=22％，P2=11％，且该含量呈线性过渡，中 

位面积和块段长度分别为 s3=12，L=10。试求位 

置 o(=3)和b(=6)处的横断面积及整块和[o，b] 

区间的体积、该组分总量和平均含量。 

按照题设由(1)式可得 ：Q=4S3．s1．s2=33，由 

(2)式即：s( )=As+B +c ，其中As=sl=6， 

Bs=( 2sI)／L=2．1，Cs=(sl+S2"Q)／ = 

一 0．18 

可得：s(3)=10．68，S(6)=12．12。 

由(3)式即：V=[A +B ／2+c ／3] 可得 

区间[0，10]的体积为： =V( )l2P=105；区间[3， 

6]的体积为：V=V( )l{=35．0l 

根据题设可知内插断面的组分含量为： 

P( )=AP+B ，其中，AP=PI=0．22，BP： 

(P2一P1)／L=一0．011 

由(6)式可知内插面含量积为： 

( )=s( )P( )=A+ + + ， 

其中，A=A P=6×0．22=1．32， 

B：A$P+B P=0．396． 

C=BsBP+CsAP= 一0．0627， 

D= =0．18×(一0．011)=一0．00198 
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则[。，b]区间的体含量积为： 
= [ + ／2+ ／3+ ／4] 

故区间[0，10]的体含量积为： 

Veo= ( )l =17．05 

区间[3，6]的体含量积为： 

=  ( )ll=5．957325 

此值为[。，6]区间该组分所占体积，乘以体重 

后便得该组分的重量。 

从而可得整块的平均含量为 

Pm =Vvo／I：o=17．05／105=16．24％ 

内插区间[3，6]的平均含量为： 

Pv= vp／V=5．957325／35．Ol=17．02％ 

此外，求内插位置或区间时，可先变换有关算 

式，然后求根，符合题设条件之根即为所求答案。如 

本例，若求 S0=7的内插位置，可令 S( )=s0，将 

(2)式变为： Aso+占 +c =0， 

其中 Aso=ArS0⋯6-7 1，亦即：一1+2．1 O． 

18x =0．解得两根为： 1=0．49742， 2=11．1693。 

由题设可知 为所求内插位置， 2位于延长部分。 

求内插区间时，可先设定 d或 6，然后对 6或。求 

根。上述求法适用于各类简柱体及其复合问题。 

2．2 位形法 

位形法可直接求得 p，对两底面均为矩形的凸 

面简柱体较为简便、实用。 

例2 设某一凸面简柱体两矩形底面的底和高 

分别为 Ⅱ 6，h 1和a2=2，h2=4．5，异面交角 

=38．1。，其它同例 1。 

根据题设可知：S1=6，S2=9，由(12)式可得： 

Q=33 

本例的简柱体相当于例 1的降维等积变换，后 

续计算见例 1。 

2．3 坐标法 

可由两底面各顶点坐标和侧棱的对应顶点求出 

两底和中位面积，而后求出 p，适用于侧棱较少的 

各类简柱体。 

例3 设某简柱体两底面各顶点坐标顺次为：A 

(1，1)，B(5，1)，c(5，3)，D(1，3)，E(3，3)，F(9，3)， 

c(9，7)和 H(3，7)，四条棱的对应顶点顺次为：A一 

，，占一 ，c一日， — ；其它同例 1。 

由题设可得各侧棱中点坐标顺次为：(5，2)、(7， 

4) (4，5) (2，3)。 

由坐标法的面积公式(见《数学手册》)可得： 

S1=(1×1-5×1+5×3-5×1+5×3．1×3+1×1．1 

×3)／2=8 

S2=(3×3-9×3+9×7．9x 3+9×7．3×7+3×3．3 

×7)／2=24 

S =(5x4．7×2+7×5．4x4+4×3．2×5+2×2．5 

×3)／2=8 

Q=483一S1-S2=0，所以该简柱体为扭面体。 

后续算法同例 1。 

对同一简柱体来说，三种算法的结果相同。 

3 结语 

简柱体新型快捷算法实现了一式多用和直接与 

其它函数的复合运算。灵活运用有关算式不仅可以 

快速准确地完成各类有关计算，更使某些疑难问题 

迎刃而解。 
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