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点源二维势场问题的边界元法中点源

处理方法
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用傅氏变换将点源二维地电断面的三维边值问题
,

变换成二维 问

题
。

提出了波数选取的方法与确定傅氏反变换加权系数的解析 方法
。

研究了提高计算精度和计算速度的方法技术
。

方法简护
,

梢 度较高
。
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物 探 与 化 探

解点源 三维稳定 电源

场问题
,

可对 电位 “ 沿

方向 二维地质体走向

进行傅氏变换
,

引人频率

域中傅氏变换 电位
,

从

而消去 分量
,

使三维微分方程 简化为二维

微分方程
。

用边界元法解该方程得到频率域

中变换电位 “ ,

然后经傅氏反变换即可求得

空间域中的真正 电位 “ 。

在傅氏变换和反变

换 中
,

波数选择是否恰当
,

加权系数的确定

是否正确
,

是影响计算精度的关键
。

尤其在测

深工作中
,

从几 变化到几 千
,

如

何研究 出一套傅氏变换波数和加权系数
,

是

人们普遍重视的一个问题
。

通常
,

人们根据

第二类零阶修正贝 塞尔函数的特征和高斯求

积公式
、

辛普生求积公式的特点
,

同时带有

经验的性 质 来 选 取 波 数 和 确 定 加 权 系

数口
,

了,

其精度较低
,

而且适应范围小
,

在

进行电测深边界元法计算时
,

一 般 很 难 适

用
。

本文提 出了采用分段选取波数和用解析

方法来确定加权系数
,

方法简单易行 , 而且

精度较高
。

二维边值问题的形成

在直流电法勘探 中
,

所建立的地下电场

可作为稳定 电场处理
。

用 表示 电位
,

表

示岩石的电阻率
, 。表示岩石的导 电率

,

表示 电流强度
。

稳定电流场应满足下列基本

微分方程

·

一 占 一 。 占 一

乃 一 之 。

式 中
,

朴
, 夕。 , 二 。

为供 幻从的位置
, 占为

狄拉克函数
。

若存在两种导电率为 。 和 的 介 质
,

在交界面上应满足下列边界条件
。 二 。

“ 、

,

一 二一 二二
‘

刁叮
口‘一

宁

对 于二维地电断面
,

我们选取 夕轴平行

于地质体走向
,

所以地电参数只随
、 二 方

向变化
,

而在 夕方向上为常数
,

,

气不不 口凡 , 夕 ,

‘ 夕



此时电位满足的墓本微分 方 程 式 变

成
·
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即

为了充分利用二维情况下 。与 无关的

条件
,

简化计算
,

考虑到 。 是 的偶函数
,

定义下列傅氏变换对

,

二
,

一
,
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利用
“ 变换为

久夕 又

式将
, 夕 ,

劝 空间中的电位
, 义,

空间中的二维变换 电

位
,

这里久是空间波数
。

对 式两边进行傅氏变换
,

考虑到

左部

占 一 之 。

式即为点源二维地电断面情况下

变换电位 “ 满足的基本微分方程
。

在这个方

程中
,

已经消除了 变量
, “ 只是 和 二 的

函数
。

这样
,

原来 式描述的三维问题

简化为 式描述的二维问题
。

其中 只只

是作为参数形式出现
。

对于均匀介质
,

导电率 。为常数
,

式变为

·

四
·

四
“
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若在无源空间
,

式成为

气二二尸 一二二了
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十 只丁几尸

从而有

, 一 只

对于具体的地电模型
,

利用 式对

相应的边界条件进行傅氏变换
,

然后利用二

维格林公式

, , ,

一
、 ,

, 一 甲
甲一 甲 “ 口 二 由 共去。 、 一
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及二维赫姆霍兹方程的基本解

甲一下廿
。 久

汀 名 ‘ ” 、 “ , 、 ‘ “ ,

形成边界积分方程
。

式中
。
是第二类 零 阶

修正贝塞尔函数
。

当积分方程形成以后
,

对足够多的波数

又 ,

用边界元法解积分方程得到 变 换 电 位

。

用 式进行傅氏反变换得到空间城中



的真正电位 “ 。

由 式可以看出
,

傅氏

反变换积分是广义积分
,

用通常的积分方法

难以积分
。

实际计算时
,

只能取有限个离散

波数之, ,

用数值积分的方法求其近似值
,

即

。 方

· , 。, 二 一

号艺二
,

, , , ·

义 夕 夕

通常
,

我们只对通过电源点的剖面感兴

趣
,

此时 夕 ,

式成为

, ,

一飞

一育一一犷一嘴

,

艺万
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式 中
, 。为离散波数的个数 , 为相应义 的

加权系数
。

傅氏反变换的方法和精度是影响

正演计算结果的重要因素之一
,

而波数的选

择与加权系数的求取将直接影响到边界元法

的计算精度
。

圈 。 几 与人 的关系

于讨论
,

我们以二层水平介质为例
,

易于导

出在频率域
, 久,

中变换电 位 。 函数

的表达式

万
,

, , ·

卜佘〔、
。 , 一

‘

冬
。 “一 , 〕

波数的选择与加权系数

的确定

式中
,

阻率
,

埋深

一
一

,

为上 覆 岩 层 电

为 了正确选择波数 久 ,

首先研究频率域

为下伏岩层电阻率
,

为下界面的
犷 二 , 尸 杯厂石厄石石万厄 ,

为地

巾傅氏变换电位 “ 函数的特点
。

对于均匀介质
,

从理论计算可知
,

源点距离为 的任一点的电位为

二二二

一 —

距场

式中刁为常数因子
。

利用 式对上式两

边进行傅氏变换
,

得

表水平坐标
。

可见
,

水平 二层介质万函数的特点
,

仍

然是以第二类零阶修正贝塞尔函数为基础
。

不同的仅仅是一系列不同 自变 量 的
。

加

权求和
,

权系数取决千地 电断 面 的 物 性参

数
,

其曲线形状如图 所示
。

可见具有与均

匀介质相似的特点
。

“ , 又, 月 几

可见
,

均匀介质中傅氏变换 电位 函数的特

点即为第二类零阶修正贝塞尔函数的特点
。

如图 所示
,

当之 , 时
, 。 劝 , , 当

又 , 时
, 。

舫 ,
。

第二类零阶修正贝

塞尔函数是一条迅速衰减的单调下降函数曲

线
。

对于非均匀介质的地电断面
,

当有点源

场存在时
,

在不均匀体的界面上将产生积累

电荷
,

而积累电荷具有点源场的性质
。

为便 日 水平二层介砚情况下的“ 函



对于更复杂的地电断面
,

由于其本质都

是在不均匀体界面上产生积累电荷
,

因此也

可求出具有类似特点的 。 函数
。

合理选择波数的个数以及它们的分布是
一 ·

分重要的
。

为了研究方便
,

以均匀介质地

电断面为例
,

通过研究 随舫变化的曲线
,

得出一套合理的波数及加权系数
,

然后推广

到其他地电断面上
。

以上都是以舫为白变量来讨论的
,

而实

际上不同观测点的 是不同的
。

我们采用距

离分段的方法来选取适用于距点源不同段上

的波数
,

确定其相应的加权系数
。

由图 所

示
,

对于给定的
,

同时考虑到计算精度
,

离散波数义 应满足如下关系

之
、
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因此
,

对于给定的距离段上
, 。 个波数又, ,

义 , ⋯⋯义。
的分布应依照小波数段较密

、

大

波数段较稀的原则
,

并按一定的规律排列
。

在均匀介质中
,

当任一距离段给定 了最大距

离点
。。和最小距离点、 的情 况下

,

通 过

优选
,

最大波数之。 、

和最小波数 几
, ,

应 基 本

满足如下关系
’

‘〔‘
” ’· 门 。· ·

、

簇之, 一 二 二簇

这是不难作到的
。

若按以上原则选出 个波数

义
。

又 之 ⋯ ⋯ 之 二 几 “

然后在给定的距离段上找 出 。 个点
。

这 个

点的间距应遵循 随着离点源距离的不断增

加
,

间距逐渐放大的原则
,

设
。 , 。

· ·

⋯ 二 。

若地下介质均匀
, 日电阻率 和 电流强度

均为
。

对于某点
,

电位的精确解为

汀 ,

, · ·

⋯

而此时
, 边界元法的解为

二 , , ⋯ ⋯。

解方程组 即可得到相应 的 加 权 系

数
。

考虑到多一个波数
,

需要多解一次线性

方程组
,

因而在误差允许的情况下
,

波数越

少越好
。

为 了减少计算量
,

可以采用相邻距

离段上部分波数重迭
,

来减少实际参加运算

波数的个数
,

由干该方法的引入
,

这一设想

是不难实现的
。

根据上述方法和原则
,

选取 了适用于不

同距离段上的波数以及用解析方法确定的加

权系数 表
。

为 了提高计算精度
,

同 时

又考虑到减少计算量
,

在每一个距离段上选

取 个波数
,

同时采用部分波 数 重 迭
。

在

个单位长度上
,

实际参加运算的波

数只有 个
。

在 个单位长度上
,

实

际参加运算的波数只有 个
。

考虑到点源场

的特点
,

距离分段的长度随着远离场源而由

小变大
。

满足一种地电断面上的波数组
,

不一定

满足另一种地电断面的情况
,

因而在推广时

总是存在误差
。

为 了提高计算精度
,

在距离

分段时有适当的重迭
。

由于地电不均匀体的

存在可以由积累电荷产生的场来体现
,

因此

可以将地电不均匀体看作场源
。

这样对于有

一定埋深的地电不均匀体
,

将适用干较大距

离的波数与加权系数所计算的距离
。

在距离

分段重迭的部分
,

将较大距离的波数与加权

系数所计算的距离段作前移处理
,

使得点源

场与积累电荷所产生的场都对应于某一距离

段内的波数与加权系数
。

图 为 一 计 算 实

例
。

从图 中可以看出
,

适应 于较大距离的波



波橄与加权系数 衰
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数与加权系数所计算的距离段未作前移处理

时
,

正演计算的曲线形态与通常模拟实验结

果不符合
。

而作前移处理后
,

曲线形态较为

光滑
,

反映了高阻柱体的存在
,

大大地提高

了计算精度
。

为了检验表 中波数与加权系数的可靠

性
,

在均匀介质中
,

边界元法的计算结果与

精确解作 对比 表
。
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圈 大距离段前移前后曲续对比

由表 可以看出
,

利用表 中的波数与

加权系数所得到的边界元法结果与精确解相

比
,

除 了在点源附近误差为 外
,

其 他

点上的误差均小于
。

其精度令人满意
。

图
、

图 分别为水平二层介质上‘ 型



与刀型对称四极电侧深曲线的计算结果
,

并

与解析结果作了对比
,

除个别点相对误差大

于 外
,

一般均小于
。

无论是‘ 型曲线还

是 型曲线
,

边界元法的计算结果与理论曲

线拟合很好
,

说明采用本方法选取的波数及

确定的加权系数是有效的
。

一一‘ 声声
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鸿鸿借色奇奇 为 二

⋯留

—解析值值

日 什林实例

为
。

工

⋯
—解析位

计葬实例

结 论

精度对比及计算实例表明
,

采用本方法

来选取波数与加权系数
,

不仅方法简单
,

而

且精度较高
。

由于本方法的引人
,

使得在分

段选取波数时
,

相邻段部分波数重迭成为可

能
,

从而大大减少了计算量
。

在 距 离 分 段

时
,

由于采用 了相邻距离段部分距离重迭
,

通过前移处理
,

使得在均匀介质地电断面上

选出的波数组推广到其他地电断面上时
,

提

高了计算精度
。

与以往的方法相比
,

避免了

人们为选取合理的波数而花费大量的精力进

行试算
。

本方法不仅适用于边界元法
,

而且

还可以推广到有限元法
、

有限差分等数值方

法
。
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