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垂直磁化水平薄板

公式 。

程序 卜 剑

二 井 , ‘

汀 义 一 备

垂直磁化无 限延深直立薄板

公式 。

程序 卜 侧

万

汀

‘

顺 层磁化无 限玛呆薄板

公式 。

程序 卜

“

汀 ”

结 束 语

本计算器 可以进行程序运算
,

但不用学

习任何算法语言知识
。

程序编制容易
,

基本上根

据所要计算的数学模型
。

磁法野外数据的核理
,

以及常规的磁异常

推断解释方法
,

均可应用本计算器来完成
、

携带方便
,

适于野外使用
。

价格便宜
,

适于普及推厂
‘

边界元法及其在物探工作中的应用

王 书 惠

边界元法在数值解法中利用拉普拉斯方程的

基本解和格林公式
,

简单易行
,

可以解决物性参

数分区均匀的一类正演问题 电法和重
、

磁法勘

探问题
,

也 可计算向上延拓
。

特别是将它与有

限元法结合
,

解决复杂边值问题
,

可取得较理想

的效果
。

边界元法的基本计算方法有直接法和间接法

两种
。

边界元法的直接法

考虑磁性介质中导磁率 群的分布是分认均匀

的情况
,

每一 个 产值 相同的 区称为磁 性的 户认

夕 , ,

包围侮个子区的封闭界面称 为该子 犬的边

界 广
·

子区之间可以是衔手匆约 也 , , 以是分离

的
,

但不相交 磁介质 ,吓以由
一

个或儿个这样的

磁性子区组成 在这乎级滋性子区外部是无穷人的

无磁性空间 马
, ,

称它 为外区
。

包围它的边 界是

无穷大的封闭 曲面 二 和与各磁 性子区边 界面

广相重合的
,

亡和
,

为曲面
,

的外侧面

和内侧面 整个求解区域 夕由外区 夕
、

和若干 个

现以磁法勘探正问题为例来说明
。

解磁法正问题可归结为在求解区域 夕上解拉

普拉斯方程的边值问题
,

并可用边界元法求解
,

先求出边界面上各点的磁位和磁位的法向导数
,

然后通过调和函数与边值间的函数关系
,

算出磁

性介质内外各点的磁位
,

进而求出各点的磁场强

度
。

由于磁位是实际存在的物理量
,

故称其为边

界元法的直接法 具体作法如下
。

磁性子区 构成
,

记为 马
卜 十

全夕
,

的完

整边界 是 马
,

的边 界和 各卫 ,

的边 界的总体

记为
, 工

,

艺 广

总磁位 在各子区中均满足拉 普拉斯方程
,

在 中连续
,

特别是在各边界上连续
,

足调和

函数
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根据格林定理【月’

、

二
, , ,

丈 犷
,

‘ 厂 “ 一 犷 ‘ ” 二

岁 一习万厂 百 一
甲 「 一万万一 ‘

目 一 一

式中
,

为调和函数
,

为在磁介质 夕‘

内某点

作用一 个单位磁 距的点源所形 成的位势函

数
,

即

尸 生一
下百

三维

犷 , 一 卫一 一堆

两 为 点与 点间的距离
。

求解区域 忍和其边界 的定义如前所述
。

根

据调和函数的性质
,

对每个子区可由 式

导出
。 。 、尸

不
以 ‘

一
, 。

斋
、 ’

其中
,

任 忍 , , ,

是一个系数
‘ 万 当 任 夕‘时

万 ,

当 任 , ,

且 尸点所在处曲面
二 户

。 、

气 ,
在 点所张之立体角

,

当 任
,

且 点所在处曲面不光滑时
。

以上是三维情况
,

二维情况与此类似
,

故从略

如果在
,上磁位 及其法向导数

均为已知
,

则 由 式便可 求 夕 ,

内任 一点 尸

‘ “ , , , 、

的总班 位
,

而坛斗
一 、 一 一

二

二’

一 口 ” ’‘ , ‘

二 ‘ 为界面上的面磁 荷密度
,

因此
,

空

间任一点的磁场强度为
·‘尸 , 二

』戈
一

念一
·‘尸 , , ,

会一 ”口·

‘尸 , 二 ‘

卖
。

青一 ‘“

式中 口 ,

刀
,

下是矢径 的方向余弦
。

由此可见
,

关键问题是要求出磁介质界面上

各点的总磁位 及法向导数
,

为此将

尸点从 , 中移到界面 , 上
,

并 用 表示
,

同样

有

· ‘ ,

更
‘ ‘ ‘

, 厂
‘

一 币
。

,

弓下
任 , , ‘

任 ,

现讨论 , 和
‘ , , ·

一
,

的离散化
,

为简单起见
,

以二维问题为例
、

假定

只有一个磁性子区 习 , ,

并设 二 和 退化为平

位 、‘
,

, 一嗜 ‘
,

, , ,

面封密曲线 二 和
, ,

先在外区 习。 及边界 二

和 丁上考虑
,

将 二 离散为 条线段组成的封

闭折线
,

「离散为 。 ,

条线段组成的封闭折线
。

泞
,

引 任 、 丁

法向导数 昌
奋

,

专

二 用
, ,

宕 分 别为 和 。在 , 和 厂 ,

上

、 吏 刀 , ‘
,

, 右
,

第
,

⋯⋯
,

个离散结点的取

值
,

采用向量表示
人气

幻

右
, 、 二

、户

吮

,‘用⋯⋯︸

万
﹄

一一
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其中 , 右
, 甲

,

刀 , 若
,

甲 为 ,

上的分段连续函数
, 。 , 若, ,

‘

甲 二 ,

口 , 礼
,

甲 , ,

当 二 时
, “ , 右

, 甲, ,

刀 ,

乞
,

如 二 ,

可以根据 十 「上各线段

几及相应结点的具体坐标写出并计算“ , 右
, 、

和 口 , 荟
,

, 的表达式
。

将
、 、

式代入 式
,

经整理后得到

, , 一 磨
尸 , ,

一 史
, ,

云尹
用 二

〕 〔 〕

〕和 〕均为 阶非对称的实矩

亡
‘

, , , 一
尸、

⋯⋯
,

八刁
﹃一

卜

得

其中

阵
, 〔 〕为材阶对角矩阵

,

最后导出 并用分块矩阵改写 式
,

二⋯⋯

一一

冲
人、

〔 〕
、、

〕
一 ’

其中 〕 丁 ’
〕

云

,

现在考虑磁性子区 夕 十 亡内
,

因 为 假 定

导磁率为均值 尸 ,

则 守
· 二 是 习 内任

一点的磁化强度
。

在磁介质 口 内
,

总磁位 亦

满足拉普拉斯方程
,

在 上满足连续性条件
,

为便于下面的叙述
,

将 习 十 广内的 总磁 位记

为 功
,

于是
,

其中

口

口

口 一用

侧

,二

﹄

用 川 川 ,

‘

一一
﹃

屯用 一 毛

用 ,

、

用 一

口一 对

口

广

⋯一一

— 一,

盛少

产
月

, 、

气一
‘

产二 一

吸 叫

, 、产 三 毛 厄

, 几

谈梦

〕

和 「一样
,

用同一条封闭折线代替 户
,

并

将 砂离散化
,

用向量 。 记
,

个结点上的磁

位值 砂, ,

砂
,

一
,

砂。 , ,

用向量 奋 表示

其相应的 砂 值
,

即

叫 用

用

用 一

用 一用

用 一

用 一 ⋯
’

脚

巧 脚

脚 和

中 二

门 二

砂。

材 材

州 一 用 一

口 附 一 用 一

口爪 一

口 脚 理 之

用 十

口 用

口 用

八如入丸⋯,
,﹄砂孟少

门 十 口 附 十
肺

·

八法甲

之

和
、

〕
产、

巾

中

式类似
,

有

〕中
尹八、

〔 〕
一 ‘ 中 “ 用 一 , ”脚 一冬 奋

⋯
’

口 材衬

其中 〔 〕是 二 ,

阶非 对称 的 实矩阵
,

由

式推出
一二 功, , 二 ,

⋯⋯
,

采用如下的行向量记号
, , ,

⋯⋯
, , 、

丽 二 , , , , 、 ,

⋯⋯
,

。 丁 宕
、 ,

右
, 二

,

⋯
,

宕
, ,

它 二 〕 。 〔 〕 丽 。

代入 式
,

得到
产 〕一 , 〕丽

即
二 产 〕一 〕

,

〕

其中 五 〕为 。上各离散点的磁位势值
,
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柑第 点
, 。 , 二 一 。 , , 二 , , 、

⋯
, 。 是均匀的地磁 场强度

, ‘

是 点的

的矢径
。

〕
, ,

〕可以根据
’ ,

厂 ·

上各结点的坐标 基本解 ,·

寸
及 一“

,

呀 口 , 右
,

, 计算出来
。

可见 式就是求 上 各点磁 位值
,

二 , ,

⋯
,

的线性方程组
,

解此方程

组求出
,

代入 式可求出 云
,

代入

式可求出 每
,

再由示
, 一

右
, 二 。 ,

二 , , · ·

⋯ 求 出
, ,

然后 利用与

式类似的公式就可求出空间任一点 尸的磁

场强度
。

从而得到正问题的全部解
。

边界元法的间接法

前述解磁法正问题
,

它实质上是寻求 一 个在

区域 卫中满足拉普拉斯方程
,

在边 界 上满足边

界条件的磁位函数 ,
一

厂 , “

由场沦得知
,

无限介质中的点源函数除点源

所在点外均能满足拉普拉斯方程 显然
,

点源集

合的函数亦具有这种性质
,

如果又能找到满足边

界条件的点源集合的函数
,

也就得到 了所求的磁

位函数 这里所谈的点源集合是指分布 某 曲

面上的连续分布的点源集合

假定沿曲面 有按某种规律分布的单位面积

强度为‘ 任 的磁荷源
,

在分布源

的作用 下
,

内任一点 尸的磁位 和么 为

‘ ,

蛋
么 ‘尸 ,

乡

, ‘ ‘ 弓

多
, 叮

式中 尸
,

为 点 任 作用一个单

位磁荷的点源在 点引起的磁位
,

对 于二维问题

、 尸
,

。 一 二书争望 二

‘尸
,

“ ,

六
,·

六 若求 么 时 只要取多
,

、

〔 ·

日

对于三维问题
, 二

告 二, ‘ 尸 口

函数 尸
,

表示在 点作用一个单位磁荷

的点源在 点引起的 △

求 △
,

与之类似
。 , 》,

尸 ,

在 夕

中均满足拉普拉斯方程 在
‘

, 上有奇点
,

是连续分布的
,

我们 叮以利用给定的边界条件求

出‘ 沿 的分布函数 方法如下

设将 尸点由夕内移到边界上
’

点
,

则
、

式变成

‘口
‘ ’

手
、

‘ ,

‘

云 。
,

泰
、

‘ ,

叮 “ ‘

为边界曲面在
‘

点的形状 系数
。

可以根

据该点的几何参数计算
,

,’ 二

留
, 灭丁一

一以
‘

点为球心的微小圆球的体积
一

二维时

是微圆的面积
, ,

是该微球 或微圆 在 夕外

的体积 或面种
。

如果已知 上的
’

或

公
‘ , ’

。
,

解积分方程组
、

,

便可求得 叮 ‘ ‘

任
,

然后 冉

用
、

一 式 即 , 丁求得 内任 意点的 〔‘和

△ 或 么
,

△卜
’ 。

求积分方程组
、

川 的理论解 实际

是力
、

不到的
,

只能用数值计算 方法求其近似

解 将边界 离散成有 个结点的 个单元
,

根

据不同的 单元形态确定 ‘ 的模式 构造插

值函数 设边 界 上有 人个 点已 知雅 位 如在无穷
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大的封闭线 二 上已知均匀地磁 场的磁位
,

另

外已知 一 个结点的 云 如在地 平 面 上 已知

‘

。 艺 二 一 二万不
一 ,

则

下的代数方程组

、

式可化为如

。

史
。 , , , , 。

艺、 盆
一 ‘

户
” , ‘ , , 十 ‘

·

“

,

⋯⋯
,

,

其中 ‘ , 为 维向量
,

‘ 二二 , ·

一 。 , , , , ,

一
在 上 面 的 两 公式 中

, , ,

⋯⋯
, , 为第

个单元 所包含的结 点的编号
, ,

· , ‘ 往 , , · ·

二 , , , , , · ·

二

,

均为 肠州吏阵
,

可以根据各边

界元的参数
、

各结点的坐标及 或 式

算出
。

式共有 个代数方程
,

可 以求解出

个结点处的 值
。

这个方法首先要求沿边界分布的源函数
,

此

源函数是虚拟的
,

目的是借助虚拟的源函数求磁

位势
,

这种方法也是一种等效源法
。

从前面所述可见
,

无论是边界元法的直接法

或是其间接法均可归结为求解一组积分方程
。

所

以边界元法实质上也是一种积分方程法
。

因为它

只在边界上求解积分方程
,

所以又可以称为边界

积分方程法
。

边界元法与有限元法相结合

单纯用边界元法解物性参数分布比较简单的

问题有简单易行的优点
,

但用来解复杂问题就完

全失去其优越性
,

现将它与有限元法结合起来使

用
,

充分发挥各自的优点
,

对解决复杂问题尤其

是涉及到无穷大区域的复杂问题极为有利
,

下面

仍以解二维磁法正问题为例予以说明
。

为叙述简单起见
,

设
。
是无磁 性的外区

,

只有一个磁介质区域
,

具有磁 各向异性
,

导

磁率张量 〔产 〕的各分量是点
, 夕 的连续

函数
,

总磁位 满足如下的方程和定解条件

△ 在 卫。

内

甲
·

, 二 在习 内
「 ,

。

亡

二

’

‘「“ 〕 「 二

斋
一

「,

其中石是 , 上各点的均匀地磁场的磁位
。

二

。 设 。 为地磁场强度
。
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如用有限元法求解
,

首先需要将整个区域 夕

剖分 见图
,

对所有单元及结点予以编号并

取结点的坐标数据
。

为了保证有一 定的 计算精

度
, 二 不能剖分得太小

,

要使 夕。

的尺寸比 。

至少大 一 略
,

这是一项费时间的烦琐工作
,

常

常成为用有限元法解无穷域问题的限制之一
。

如

果改为在夕 内用有限元法
,

在外区 习。中用边界

元 法
,

将两种方法结合起来求解问题
,

就只

需在 夕 内作有限元剖分
,

在 夕。

中仅对边界 二

作剖分 见图
,

这就省掉了在 夕。
中作区域剖

分和对大量结点编号
、

取数据的准备工作
,

而且

单纯对 二 剖分 不必考虑与区域剖分的衔接 很

简单
。

其次
,

正因为对 二 剖分简单
,

于是可以

随意将 忍。扩大
,

取 夕。比 夕 大 研音以上也无需

增加太多的结点
。

比如设 二 为一个大圆
,

只需

在圆上取 个等分结点
,

通过放大圆的半径可将
二 任意放大

,

个结点的坐标分量也需要乘以

相应的放大倍数
,

完全可以不在剖分图上将 二

及结点画出来
。

这样大的 卫。

与夕 ,

相比较
,

更接

近无穷域
。

显然这对提高磁位 数值解的精度很

有好处
。

如何将这两种方法有机地结合起来呢 从能

量的观点来看
,

在区域 夕上的总磁能可视为在区

域 夕。

和 夕 上的磁能 附 , 与 附 , 之和
,

即

二
一

二

粤 「守 。 川 、 。 、 、 十

冬 「「 甲 甲 、

艺 。 一 乙 ‘〕

附 二 尸 内 附 外

根据变分原理
,

求解定解问题 可等价地化为求泛函附 的极值问题
。

, 。 二

合丁
。。 甲

·

甲 “ ‘

二

场
「 二 , 「 一

‘

会
“

一

封丁
。 。 ‘甲 ’ “ ‘

考虑到 在 夕。 中满足拉普拉斯方程
,

则

砰 , 二

钟
「二 , 「

一

‘

会 必

由格林定理 二维时

丁
。 。

“ 甲 犷 一 厂守 , “ ‘ 二

更
「 , , 「

‘ 一

示厂 一 一

后卞
可取 二 、 , 犷

二 〔 夕 一 占 一 刁

一 ,

夕。 ’ ,

言
, 刁 任 厂 , ’丁

丁

〔
’ , 予

二 十 「、一
,·

十 斋
一 “

号二 ,·

令
“

“
‘ ’

若记
言

,

有

专 有
, 粉

日
厅 有

,

刀

现将
,

「分别用封闭折线代替
,

在
,

上取
,

个结点
,

封闭折线由连接这 。 个结点的

条线段构成
,

完全类似地
, 二 上有 阴 个结

点及 条线段
。

令 二 。 ,
,

将 个结点

上的 有
,

粉 和 厅 有
,

刁 值分 另 用 向量

和 云 表示
,

在 各线 段 上用 和

五 构造分段插值函数
,

近似函数 “ 右
,

刀

和 厅 言
,

刀
,

于 是 类似 式的 推导
,

在伴 表达式的 各项 中 略 ‘ 厂系数 甚”
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式变成
宜 〔 〕

一 ’
〕 。

其中 〔 〕
,

〔 〕
一 ‘

是 阶的不 对称实矩

阵
,

〕是材 阶对角矩阵
。

二 的情况亦应成立
,

当 , 时
,

式对磁位
公三

,
· ·

一 “ , , , · ·

一
,

材

“ 一

么
法 , “ 二

式
,

经整理后 ,
, 二

冬
乙

当 尹

〔 窗
,

〔 〕是 义 阶实对称矩阵
,

可以根据结

以入

则所代

点的几何参数及各单元的分段插值函数算出它的各个元素
。

附 外

合
。 , · 〔 〕〔 〕一 〔 〕十 〔 〕 。

令 〔 二 〔 〕 〔 〕
一 ’

〕 〕
、

, 尸 , ,

伴 ‘ 代犷 气 ’

入 肠 」 气
乙

现在来考虑磁介质区域
,

将 夕、

及 才按有限

元法作区域剖分
,

假定总结点数为 十 , 、 ,

即

内部有 个结点
,

户上有 。 个结点
,

这 。 ,

个

结点与用边 界元 法时 在月
一

上所取得的完全重

合
,

用 维 向量 表示 整个求

解区域 上 各结点的 总磁 位值
,

并将 分

块表示

的分向量
,

厅对应 上的
, 十 ,

,

。 ,

⋯⋯
,

, 组成的分向量
,

根

据定解条件 是已知的
。

根据参考文献 〕第 页

附 内 二

合 不
,

右· 〔 〕
牛

类似地将矩阵 〔 〕和 〔 〕用分块矩阵表示

二
, ,

〕 〕 二

⋯⋯
汇众

从十刀

⋯怡

、、,

〕二

了‘月、、、

一一
介︸

二 , , ’ ‘ ’ ,

、 〕。、
〕

, ,

〔

瓜

一︸一一

, ,十

⋯⋯、

一一
气理」一

、川

和材

﹄。
·

协一呱
·

断一呱
·

呱

⋯

对应 中各结点上的
, 二 , ,

⋯⋯
,

所构成的分向量
,

右对应 亡 或 沙 上的
, 二 , ,

⋯⋯
,

组成

‘ ’ ‘ , , 阴 十

, 是 材

⋯耐
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附 内 之 〔
, , 〕 了 」 〔 〕 石十 心

,

〕

〕 〕 门 百 刃

甲
令 一

百刃
“ , ,

又考虑到 〕为实又引弥矩阵
,

所以有

〔 、 , 〔 〕心二

,

⋯⋯
, 十 ,

〔
·
〕 〔 〕 合 〔 〕 〔 二 〕·

。

一

冬 〕十 之 〕 石
‘

如果夕、

有剩余磁性
,

附 中还应有因剩余体磁荷
,

和剩余面磁荷 口 ,

引起的磁能 方程组 右

端还应加上相应的已知项 见〔 〕 页
,

为叙

述方便这里略去不计
。

解线性方程组 求出 , , 二 , ,

⋯⋯
, 十 。 ,

从而可进一步求出空间任何一点

的磁场强度禾粗介质内部各点的有效磁 化 强 度

见 〔 页
。

我们应用这个方法计算了一个解二维理论模

型的例子
,

计算结果与单纯用有限元法的结果相

吻合
,

同时也算了一个野夕卜实例
。

理论模型 见图

地班场 。 “ , 。 ,

各向同性区 夕 磁化率‘ 二

各向异性区 习 平行于层理方向的磁化率
‘ , , 二 城 垂直于层理方向的磁化率

佑 从 层理面如图 所示
。

图中曲线为本方法的计算结果
,

黑点为用有

限元法的计算结果
,

在 忍
,

夕 内二种方法作同

样的区域剖分
,

在磁 性体外 夕。区 有限元法

还需作区域剖分
。

实例 见图

引自参考文献〔 〕,

迁安菜园矿区已基本勘探

完毕
,

我们和首钢勘探公司研究室共同对菜园 。

号勘探线剖面作了定量计算
。

计算采用实测的磁

参数 详见 〕
。

磁铁矿埋深在 米以上部分 ‘ 二

, ‘ 土

晒 磁铁矿体埋

深在 米以下部分 ‘ 一
, ‘ 、

。

语

边界元法适于解物性参数分区均匀 特别是

仅有二
、

三个分区 的正演问题
,

如重磁法
、

电

阻率法的正演问题
。

它只需对边界作离散处理
,

简单易行
,

节省时间
,

能适应界面形状复杂或为

无穷大的情况
。

但方法所导出的线性方程组的系

数矩阵不对称
、

零元素少
,

不能压缩存储
。

如果

物性参数变化复杂
,

势必存在多个边界面
,

相应地

使边界离散化的工作量
,

也就是使结点数和机器

存储量都大为增加
,

这就不如用有限元法有利了
。

在物性参数变化很复杂以及涉及到无穷域的

情况下
,

将边界元法和有限元法结合起来解物探

正演问题效果很好
,

既可以充分发挥有限元法解

题能力强
、

通用性强的优点
,

又可充分发挥边界
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元法处理无穷区域简单易行的优点
。

使解题的精

度和效率都得到提高
,

而且计算前的准备工作量

比较小
,

是一种值得捆 的方法
。

入
,

, 考 文
〕

,
竺

圈

王书惠
,

王振平
、

矿石磁性特征的研究
【 〕薛琴访

,

,

地球物理学报 第 卷
,

第 期

孟萦琪
, ,

沉积变质类型磁铁矿床

研究报告
、

未发表
,

场论
,

中国工业出版社

马山金矿累乘晕统计特征及其地质惫义

安徽省冶金地质勘探公 司 队 祝亚尼 徐运莲

对 马山金矿床的研究表明
,

化探累乘晕异常

可作 为金矿的找矿标志
。

累乘晕异常在各类地质

体 灰岩
、

砂岩
、

岩体
、

硫铁矿等 上都各有其

自身特征
,

但 由于各种地质作用多次活动的影


