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前 言

本文提出用有限元法根据外部磁化塌条

件和已控制的磁性体形态及磁化率参数计算
磁性体内部的有效磁化强度及其在外部空间

引起的磁异常
。

方法实质是求解偏微分方程

边值问题的数值解
。

因为未引人均匀磁化等

近似假定‘ 所得到的解能满足磁性体内外的

微分方程和边界条件及分界面条件 在数值

计算允许的精度范围内
,

所以这种解包含

了磁性体复杂形状引起的退磁影响
、

剩余磁

化对感应磁化的影响
、

多个磁性体相互间 的

磁作用以及磁化率分布不均匀的影响
。

这种

方法适用于非均匀磁化条件下的正演计算
,

为精确计算有效磁化强度提 供 了 一 种新途

径
,

可以提高磁异常计算的精确度
。

静磁场基本问题的提法

假定在所研究的区域中地磁塌的分布是

均匀的
,

竭强已知为
。 这里 指在垂直于

二度体走向的剖面内的分向量
,

在 。

和

因磁性体具有剩余磁性 所产 生的磁塌
强度 的作用下

,

磁性体磁化
,

在磁介质内

部和外部空间均建立起新 的 磁 塌
,

其总惕

强 。 ,

其中 是磁性体受 ‘
山卜

和 磁化产生的感应磁踢的塌强
,

在没有传

导电流存在的条件下
, 一 甲

,

总磁位
。 , 。、 、

分别为地磁

塌
、

感应磁惕和剩余磁惕的磁位
。

为便于说明 并不失一般性 起见
,

假
定在剖面上只有两个磁性体 和 见图

,

其边界为封 闭曲线
, ,

其中仅

在 内剩余磁化强度 今 设 为

包围 , 和 的一个无限大的封 闭 止线
,

是

内的区域
, 尹为 之内和

, 、

之外

的区域
,

是 无磁性介质的区域
, ’

七外边界为

,

内边界是 丁 万
,

在这性条件下
,

田

静磁踢的基本方程为
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解条件等价于适 当的变分问题
,

即能量积分

的极值问题
。

在变分问题中
,

分界面条件的

处理可以得到很大简化
。
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静磁场的总磁能表达式

就我们所研究的二度问题而言
,

求解区

域中的总磁能可以写成

, ,

万万借
一

, , 一

万
兀 ‘

一 小 “

是一个二次积分泛函
。

变 分 原 理

记 为在 上满足定解条件 的

一切连续且适当光滑的函数所构成的函数集

合
,

即

其中卜、是导磁率
,

是剩余磁荷密度
,

是

剩余磁化强度
,

设它们均为 分 片 连 续的函

数
, 即只在分界线

,

上发生间断
。

此

外
,

还有如下的关系式

在 上连续且适

当光滑

,
。 ,

山

⋯
、、‘卫万,‘,

协 介

一 守
·

协

实际上 至 均是椭圆型偏

微分方程
,

边界条件
、

分界面 条件

至 是方程的定解条件
,

它们

组成定解问题
,

解 可求出总磁

可以证明如下的变分原理

若 二 石扭
,

是上述定解问题 的连

续且适当光滑的解
,

则在 函 数 集 合 中

矶
,

使泛函 达最小 值 , 反

之在函数集合 中使泛函 达最小值的

函数 百
,

一定是 定 解 问 题

的解 证明从略
。

根据这一变分原理
,

求解定解问题

就可等价地化为在函数集合 中求泛函

的极值问题
,

即变分问题

中和在

‘、汀,、产

一一一一
曲决

位
,

由 一 可得到任一点的总磁踢

弓虽度
,

又由 一 。 一清 求得
,

在非

是磁 异常强

就是退磁惕的磁踢

粤
, ’

一

又
公 口 ‘ , ‘

、

磁性介质的区域 产中
,

度
,

在磁性休截面内
,

一 小 , 仃 “

一一一

强度
,

在 和 中又由 是夔化

率 可求出任一点的有效感应磁化强度
。

定解问题 是椭圆型偏微分方程的

第一类边值问题
,

数学上早已证明它有解而

且是唯一解
。

若 不是二次曲线或直线时
,

就只能求其数值解
,

现在我 仔〕采用有限元法

求解
。

有限元法以变分原理相剖分插值为基

础
。

一般来说
,

椭圆型偏微分方程连同其定

在 上 ‘
,

下一步就可以用有限元 法 将 变 分问题

离散化
,

即将求解区域 十 用一
些基本单元的集合表示并用有限个离散的未

知量 描述连续分布的磁位
,

这样就可以

把 的积分式变成 的二次多项和式
,

再求它对各个 的偏导数并令其等于零
,

就
得到一组 的线性方程组

,

解此线性方程组



即可求出
,

它们就是定解问题 的数

值解
。

用任意的三角形基本元和折线
,

在边界线和

分界线处配置方便灵活
,

可以较好地保持求

解区域的几何特征
,

这也是此方法的优点之
用有限元法求解变分问题

以下
,

暂不考虑剩磁存在
,

即假定 二

。

区域剖分 将求解区域 分割

为有限个互不重迭的雄木 元 现 取 为 三角

形
,

先在 内取几 个 点
, , · ·

⋯
。 , 在

、

上取 , 个点 , , , ,

· ·

⋯ 。 , 。尹 , 在 上取 , 个点
。 , 。尹十 , ,

“ ’ , ⋯⋯
。十 。‘ 十 。

气 以这些点为顶点

联成三角形 网 ,

每个三角 形 就 一 个 “基本

元 ,, ,

记为 、 ,

是它的编号
, , ,

⋯ ⋯“ 。

三角形的顶点称为结点
,

总结点数
。 二 尹

,
,

所有三角形的全体记为 、,

它的边界 和分界线
、

由三条对应的

封 闭折线代替了 图
。

分割完后
, 对结点和三角形分别按一定

的顺序进行编号
,

对结点进行编号时
,

应注

意使每个三角形的三个结点号尽最接近
,

对

三角形基本元编号最好分区进行
,

如先编

中的 、 , , , ·

一
,

其次编

中的 、 , , ⋯⋯
,

再

编 , 中的内部元 ‘ , , ⋯ ⋯,

。 ,

最后编边界元 、, 。 , 。 ,

⋯ ⋯
。

在基本元上构造插值函数 取右手直

角坐标系 如图 所示
,

在该坐标系里每

个结 点 , , ”
一

。 的 坐 标 为
, 。

三角形 ‘ 的三 个 顶点依反

时针旋转方向的排列顺序为
, ,

一, , , 二 ,

三个顶点上

磁位的值依次为
, , , ,

。 二 , 。

图

图

一一一盆△

分割时应注意基本元之间不能有公共内

点
,

只有公共边和公共顶点
,

尽量将基本元

的三条边取得长度接近
,

分割要一直作到

边界
,

有一条边落在边界 上的三角

形称为边界基本元
,

至于三角形的大小不必

选得一致
,

可大可小
,

按问题的要求灵活掌

握
,

在磁踢强度 的负梯度 变化较大的

地方
,

例如
,

内及
,

附近
,

取得

小一些
,

结点分布也相应地变密
,

离
,

远的地方
, 、 可大一些

,

结点分布也可以稍
稀

,

但基本元 、 由小到大要 逐步过 渡才能

保证每个 、 的三条边长比较接近
。

由 于采

该三角形 ‘ 的面积为

现利用结点上的函数值
、 、

来

构造三角形 内部的磁位函数
,

最 简单就是

设 为线性函数
工

其中常数
、 、

由
、 、 口

确定
,

将结点座标及其函数值代人 式可求得
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改用矩阵写法

‘

⋯
、、

其中
一 ,

、 一 。

仁 口 一

’

,

一

一

一 。

、 一
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‘

其中

二

念
‘ ,‘ ‘ ’右‘ , “ ,

二

价’ 梦’ 称为单元刚度矩阵

、

△
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飞
。

盖
二
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,

弓
二 ‘二
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,
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其中 艺 表示对指标
, ,

轮流求和
。

二 孟
, ,

由于采用线性插值
,

在任意两相邻基本元的

公共边上
,

这样构造的 显然保持连续性
。

由 式有

乙 厂 ,
, ,

、
下一一一 二 ,下 , 一 ,

艺△ 、 代尸 尸
, ,

鱼旦
一

工己 △ 、

艺 〕
一 ,

苍‘“ , , 〔
, ,

〕

可见每个基本元上的泛函数 、 是〔 , ,

〕的二次函数
。

总体合成 将用 式表示的每个基

本元 ‘ 上的泛函值 ‘ 迭加起来就 得到整个
区域 上的泛函值

,

它自然也是各结

点之磁位 的二次函数
。

了‘

单元分析 因为分界线 即件 值突变
的界线 的折线均是某些基本元的边

,

每个

基本元内卜值变化都是连续的
,

当基本元 。

充分小时可以认为在一个基本元 、 上件为常

数记为林、 这意味着在每个从木元 仁件‘ 是

均匀的
,

但不同的基 卞元林‘ 值可以不 司
,

所

以在林值变化大的地方基本元应分 得 小一些

以反应件 值的变化
,

一般说来都能满足物探

的要求
,

则泛 函
,

在 基 本元 、 上的

值可写为

艺 、 艺
二

二 一

·、

丁丁今
‘ , ’

今 〔暗黔
、

擎
。

〕

其中 是总刚度矩阵
,

是由 ‘ 按编 号迭

加而成
,

如果结
子

氛总数是 。则 就是 。阶

矩阵
。

当 不恒为常数时 即磁场强度 二

一 不全为零
,

这是 自然满足 的
,

总磁

能 总大于等于零
,

所以 是 的半
正定二次函数

,

是一个 。 阶的 实对称半正

定矩阵
。

求 的极值 对于属于 类的连续

函数
,

取极值的必要条件是乙

。,

现在经过离散化后
,

已用 二 ,
,

⋯ ⋯ 。 的二次 函数〔 〕式近似
,



, , , ⋯ ⋯ , 。

作为正定的多元

二次函数
,

其取最小值的必要条件为

, , ⋯ ⋯
,

乙 一

, , ·
“ ⋯ , 。

从而得到确定 , , , ⋯ ⋯ 。

程组

的代 数方

可以用追赶法和平方根法等常用的解线性方

程组的方法求解
。

解线性方程组 就可得

到变分问题 的数值解
, ,

⋯ ⋯ ,

。 ,

它也是定解问题 的数值解
。

得到 后
,

用 式计算总磁场 强度
‘ 知 ‘ 、 、 盏 ‘ 、

, 又由 一 。求出
,

再由

号
,

定出侮个结点的座标
, ,

准备两

个一维的实型数组分别存放
, , ’,

⋯ ⋯ , ,

对每个羞本元
,

按反时针旋转顺序记

下它的三个顶点的编号
,

写出它的林或 改
,

分别按基本元编号顺序存入二个实塑数组 ,

。 准备一个一维整型数组存放边界结点

号
,

计算各边界结点上的地 欲场位协仔〔存人

另一个实型数组

将 述信息输人计功
一

机后
,

安程序安

排形成总刚度矩阵 和对应的 右端项
,

解线

性方程组并求出各结点 的总磁位

产 求得
、

内每个基本元 上的有 效磁

化强度
。

两点说明

关于均匀地磁场的磁位 。 ,

的计

算
。

可用下列公式

, 一

关于定解条件 ”

·

一
, 一中 一 女口何确定

。

总磁位 。 ,

是
磁性体产生的磁位 ,

它随着离磁性体的距离

变大而衰减
,

在二度情况下
,

,

、
, 、 ‘二

‘ 之兴声
, 按 幸 的

一

量阶衰减
,

设座标原点取在 磁性体中
,

则 。

一 。
随着 变大按 的量阶增大

,

所以每当 增大 倍时
, 十 衰减到原来

一 , 、 ,

一
‘ 、 , 、 , , , , 二 、 『、

一
、 ,

一
的 六

,

而 。增大 倍
, ‘

已们的 比值就变为原”‘ ‘ 目 、 一 ’ ‘曰 ’

目 ” “ 曰 目 ‘ , ’习 、

来的 因此只 要把 二 取 得 相 对 于 磁

性体截面说来是 适 当 的 大
,

就 可 以 认为
一 一叫 一成立

。

了 所姗准备的信息及计算步骤

画出求解区域图
,

取定 座标系
,

在图上进行剖分 , 对结点和 毖 本 元 分别编

。 计算总磁场强度
,

磁性休内部的有

效磁化强度
,

非磁介质空间中滋异常强度

。

已将这个计算过程用 一 机计算法

语言编成了源程序
,

可以计
一

算二度司题 和三

度的轴对称问题
。

解一个剖 分 为 个 结

点
、

个基本元的二度问题约需 分钟
。

理论模型算例及其结果分析

在以下的算例中
,

磁场强度
、

磁化强度

的模均取它除以有效地磁场强度之模 有
。

后的相对值
,

也就是取 作为模的计算

单位
,

这里的 。
是地磁场强度在垂直于二

度体走向的剖面内的分向量
,

它是本文中的

磁化场强度向量 ,
这个向量与水平面的夹角

从水平面起沿顺时针方向计算 称为磁化

场倾角
。

水平薄板模型 设 板宽 板 厚
,

埋深 板厚
,

真磁化率
,

磁

化场倾角
。 ,

】
。 。

计算结果表明
,

板的中部占板宽三分之

二的区域内有效磁化强度向虽呈均匀分布
,

其模 寸 , ,

仅在 两 端部出

现不均匀
,

差异都很小
。

若将该板视为无限大的平面
,

按少姜解析

解求出垂直于板面的退磁系数 上 二 二 ,

平

行于板面的退磁系数 二 。 ,

算出均匀的

磁化强度
,

其
, “ 。

两种算法算 出的垂直异常曲线仅在板 的

两端 邵有较小差异
,

具余 邵分从 仁
,

比汁
。

,



可见在这种情况下
,

两种算法计算的结
果十分接近

。

若板宽 板厚之比值 进 一步变
大

,

甩有限方法计算的结果会更加趋近于解

析解的结果
。

这说明在有解析解存在的情况下
,

用有

限元法计算的结果与按解析解计算的结果基

本吻合
。

。

厚板和组合厚板模型

图 所示是三块厚板在磁化 场倾角

忘
。

的条件下分别磁化后的有 效磁化强度分

布
,

在每个基本元上注明了它 的 磁 化 倾角

上 面的数字
,

单位是度 和模 下面的数

字
,

是相对于
。 的比值

,

分 布是 不均

匀的
,

但由其形状和产状的特点使得数据又

有一定程度的集中性
,

如图
一

的 基

本上集中在 左右
,

倾角 集中在
。 ,

图
一

的 基本上集中在 左右
,

集 中在
,

图
一

的 基本上集中在

左右
, 集中在

“ 。

图
一

的 模 型 是 将 图
一

和
一

的模型组合而成的
,

它在与图 相同的外部

磁化场下磁化
,

真磁化率 也同样 为 。

, 这里存在两个磁 性体 的相互磁作

用 ,

它使得两块厚板的 】 稍有降低
,

各自
的磁化倾角也有所变小

,

在两块厚板距离较

近的部位变化较大
,

图
一

是 它 们的垂直

磁异常曲线
, 也是在模型相互接近的部位差

异较大
,

总的说来
,

这两块厚板相距较远
,

相互磁作用是小的
,

但虽小却可以从图 一

和图
一

上看得出来
。

图
一

的 模 型是由图 的三个模型组

合而成
,

它也在与图 相同的外部磁化场下

磁化
。

可以看到左边 的 厚 板 中 朋显变

大
,

而在与水平板连接的部分磁化倾角显著

变小 , 的变化不均匀
,

在有的基本元上

变化
,

在有的基本元上变小 , 右边的厚板中

则是倾角变小
,

变小
,

在与水 平板连接

的部分倾角变小更明显
,

的变化亦不均

匀 , 水平厚板上各基本元的磁化倾角变小几

乎都超过 扩而 普遍变大
,

有效磁化强

度分布改变十分显著
,

考虑了 相 互 磁 作用

组合成 。形整体模型 和不考虑相互磁作

用 按图 的三个模型分别磁化
,

其垂直磁

异常为三个模型各自的异常迭加而成 的垂

直磁异常示于图
一 ,

在 主极值处相对差

又

图 三块厚板的有效磁化强度 ‘ 的分布
,

竿位 倾角一度
,

模一
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为
,

在次极值处相对差为
,

可见对

这种模型来说
,

相互磁作用是较明显的
。

图 所示是图
一

的 模 型听产生的
垂直磁异常

,

一条是 用有限元法算出的
,

另

外两条是用组合的椭圆柱体 图 作近似

退磁
,

先算出各部分的平均磁化强度
,

然后

用它们算出各自的垂直磁异常后迭加
,

从图

上看出按图形 退磁后的结果与用有限元

法算的比较接近
,

而按图形 退磁后的结

果就差得较远
,

尤其在
、

点处多了一个

低缓的极值
。

但是对图
一

的 模 型作分块

近似退磁计算时很可能有 人按图形 做
,

也会有人按图形 来做
,

这两种分块近似

方案都有道理
,

但各人作法不同结果也因人

而异
,

究竟那种作法合适
,

以什么为依据判

断 在木例中从用有限元法算出的结果看来

按图形 的作法比较合适
,

用有限元法计

算既考虑了非均匀性的影响也考虑了各部分

的相互磁作用
,

可以给这类问题提供一个较

为客观的判断依据
,

这说明根据经验对 复杂

磁性体作分块近似退磁计算时需选择合适的
一 分块模型

,

若用不同的分块方案算出的结果

彼此差异较大时
,

用有限元法再算一算
,

可

以帮助作出判断
。

结 语

有限元法是一种解题能力很强的方法
,

它使边界条件的处理大为简化
,

而且解法的

通用性强
,

特别适合处理磁性 参 数 很 不均

匀
、

形状很复杂的非均匀磁化问题
,

缺点是

需用 内存量较大的计算机
,

剖分
、

编号
、

取

数据比较繁琐
,

容易出错
。

工作只是初步的
,

对三度的情况只作了

一点理论证明
,

具体做法和程序均未研究
,

而复杂磁性体的非均匀磁化问题很多应作三

度问题处理
,

所以进一步研究在三度条件下

的程序和具体做法
,

将更有实际的意义
。

石碌式铁矿的指示元素及化探

找铁的实验效果
化探找铁实验小组

本小组自 至 年承担了化探找石

碌式富铁矿的研究任务
,

经组内同志的努力

及有关方面的支持
、

配合
,

实验达到了预期
的效果 石碌式富铁矿的基本指示元素为钡

和锰
,

以常规的化探方法能 够 达 到 找矿 目

的
。

石碌铁矿赋存在海西地槽一套浅变质岩

系一石碌群中
。

本群分七层
,

其中第六
、

七

层为含矿层
,

以六层为主
。

矿区有大小矿体

多个
,

赋存在复式向斜的槽部
,

大部份为

富赤铁矿
。

在主矿休的底部 还 有 个 铜 矿

体
、

个钻矿体
。

矿
’

床成因为受变质的沉积

铁铜钻矿床
。

铁矿床的指示元素
一

、

指示 元素的选择方法 石碌铁矿为

优质铁犷
,

矿石中微景元素泊含量极低
,

种

类亦少
。

如米采用传统 万法
,

从矿石中找指

示元索 , 那足很困难的
。

因此我们针对铁口
‘

受层位控制这一事实
,

加弧了对层位
,

特别

是对主要含矿层 的研究
。

在选择指示 元素过

程中
,

主要做了如下工作

在研究前人资料的基础上扩人了微量
元素和帝量元素的分析范围

。

共分析了
、

、 、 、 、 、 、 、 、 、

、 、 、 、 、 、 、 、 、

、 、

等元素
。

采样时考虑到各层位和主要含矿层样

品的分布
、

数量和代表性 层位中的样品尽

量不采蚀变强烈的样品
。

整理资料时
,

统计和对比了各种元素

在各分层以及在不同岩 胜中的均仇 与分布频

率
。

二
、

铁矿 的指示 元素 通 过 统 计 和对

比
,

发现有些元素的均值变化 与 霉母 岩有

关
。

例如碎屑岩富钦
、

钒
,

碳酿盐分
,

富锰
,

泥质岩富钡 , 这种变化与它们在沉积岩 的

小组由冶金部物探公司
、

广东冶勘 队及中

南矿 冶学院组成
。

,
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