
带今咚 件中长 引 言

利用位场解析延拓方法解释重磁异常
,

不同作者采用不同的数学方法 导

出了各种不同形式的简易公式
。

表面看来
,

这些公式之间似乎毫无联系
,

以致

无从比较优劣 而只能依靠纯实脸的办法来检验

但目前常用的几个解析延拓的近似公式
,

几乎都是解析函数插补多项式的

特殊情形 所以本文试图以二维问题为例
,

利用复变解析函数的多项式插补理

论
,

建立二维位场解析延拓的统一公式 这样不仅可以了解过去所用的各种公

式之间在本质上的联系
,

还可以比较各种不同的解析延拓方法 甚至还可以建

立新的解析延拓方法

但这里要强调指出的是 在所有讨论中
,

都假定观测数据是绝对精确的
,

原始数据中的各种误差均忽略不计 因此
,

在实际使用这些公式时
,

决不能认

为使用愈精确的公式 计算结果就愈好 事实上
,

应用过于精确的公式计算

不仅浪费时间 而且还要导致越来越大的误差

一
、

问 题 的 数 学 陈 述

。

黔

在垂直于无限长走向的地质体的观测剖面

上 选取直角坐标系
,

使实轴 二沿 地 表

上观测剖面的方向
,

虚轴 垂直于地表向上

用 表示 地质体与 平面相交的截 面区域
,

—复数‘ 二 十 表示区域 以外剖面上点的复坐

标 见图
。

众所周知
,

在区域 外
,

磁位 或者重力位
,

生,

⋯
,,,,

⋯⋯
桂林冶金地质研究所

满足拉普拉斯方 程
二 二 , 己 ,

己工 。 名
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。

即 函数
,

在 以外的区域上为一个调和函数

引进位函数 二 ,

的共扼调和位
,

只取调和函数 ‘ , 的共扼

函数的主值
,

亦即函 数
,

在 以外的区域上满足如下的柯西
一
黎曼方程

二维位场解析延拓的几个简易公式
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因而
,

复场位
二 , ,

在 以外的区域上为一单值解析函数

但是
,

因为磁场强度的水平分盘
,

和垂直分里
,

〔或重力场强度
,

和
,

〕为

磁位 或重力位 的导数

。卫仰。一卜
所以 由方程

。

和
,

得到

, 鱼旦一 十 鱼 亘旦一 夕旦
一一 一 二 , 二 ,

工 工

从而
,

复场强
二 一 , 二 , 一 ,

在 以外的区域上亦为一单值解折函数

如所熟知
,

在地球物理勘探中
,

所谓解析延拓
,

一般指的是 已知在地面 二 上的场 强
,

或
,

〔或者场位
,

或共扼位
,

〕
,

要求算出下半平面中地质体截面 以外的某一指 定区域

内的场强函数
,

和
,

〔或者场位函数
,

和
,

〕的值



考虑到位场函数随着远离地质体而逐渐衰减的固有特性 因此
,

可以假定复场位 以及 它们的

各阶导数在无穷远点都是正则的
,

即
,

当卜卜 时
,

则 ‘

一
。 二 。 , , ⋯ 。

特别 复

场强 在无穷远点是正则的

下面
,

我们仅就复场强 来讨论
,

所得一切结果对于复场位以及它们的各阶导数都是适用的
。

二
、

位 场 函 数 的 解 析 延 拓

在复变解析函数论中
,

解析延拓的标准方法是幕级数法 这个方法 已经被戈里兹得拉用于位场 函数

的解析延拓 在本文中 我们利用复变解析函数论中的另一类方法 来推导位场函数的解析延拓公 式

最方便的数学工具
,

自然是复变解析函数的多项式插补理论 请参看马库雪 维奇著 《解析函 数论 》

和盖尔芳得著 《有限差计算 》

设
,

勺
,

勺
,

⋯
,

为上半平面 》。中任意给定的一组彼此互异的点
,

我们的 目的 是 作一个

次的多项式 幻
,

使其满足条件
, , ,

⋯
·

满足 条件的多项式
,

称为复变解析函数 与插补点
, , , ⋯

,

相对应的插

补多项式
。

大家知道
,

这样的多项式 只可能有一个 因为如果有另外一个次数不超过 次的多项式 也

满足条件
,

那么 两者之差
一

在 个插补点 。 , ·

⋯ 上必等于零
,

而且其次数又不超过 故它的系数非全为 零 不可
。

换言之必有 。

这就是说
,

在次数小于 次的多项式中 只存在唯一的一个满足条件
。

的多项式
。

现在 具体地来构造多项式 为此
,

只需作一个多项式 使其子点 二 , 而在其

它点 斗 上等于零 事实上 如果这样的多项式 存在
,

那么
,

形如

艺 一

二

的多项式即为所求的抽补多项式

多项式 。 是很容易作出的 实际上
,

因为 。 是以点
, ·

⋯
一 ·

⋯ 为

根
,

所以 它必为形式
一 一 ⋯ 一 一 , ,

二 一 ,

其中的常数 由条件 定出为

一 一 一 ⋯ 一 一 一 一 ⋯ 一

从而求得

· , 二 一

一蒙带黯器
⋯ 一 盆 一 , ⋯ 一

⋯ 一 一 , 一 ⋯ 一

在习惯上引用记号

。 一 一 ⋯ 一 ,

。 , 二 一 一 一 ⋯ 一 一 , 一 ⋯ ⋯ 一

则 可以写成更紧凑的形式

。口
一 。 ,

这样
,

我们便最后求得所要求的多项式为

尸 二 艺
。

‘ 一 。 , “共矛
〕 ,

二



会会

公式
。

通常称为饥次的拉格朗日插补多项式
。

利用拉格朗日插补多项式
。

近似地代替 并且将 。 向下半平面中进行外推 我们就可

以导出目前在地球物理勘探中常用的一些解析延拓的近似公式
。

例如

命 , 一 , 。 , , , 一 , 。 于是
,

式便 垦化为形式
一 士 一 名 一 一 一 一

把上式的实部和虚部分开 则求得 仅写出 的公式
, 一 , 一 名 , 一 名 一 五

, 一 ,

特别 令
,

我们便得到用差分方法解拉普拉斯方程
,

或由调和函数的高斯中值定理所建立的网络公式
, 一 亡 , 一 , 一 一 , 一 , 。

根据泊松公式
,

利用初等灼内插求积公式得到上式中
,

的近似公式

, 。

⋯
。

其中 《 , 一 , ,

将式 代入
,

可求得公式

, 一 士 , 一 一 一

一 一 一

。 月 。 , 甲 。
, 。 、

。 习 , ,
‘ ·

那 “ , ‘ “ 一 ‘“ , 乙 。 二 ”· 乙 二 一

「
, , “

一 「
· , “ · ‘ 一 “ ·

丁剧“ ‘ ’机义 , 朋田

帕克用幂级数方法所建立 的公式

‘一 ‘“ , ‘。, ‘。, ‘
一

争
〔

一

是
一 , 一 ‘

普〕一 ‘
一

备 〔 ‘ , 一 ‘一 ””

〔
今

一

卜 卜
名

〕 暑〔 ‘ , ‘一 ”, 〕
·

同样
,

把上列公式的实部和金部分开 从而便求得公式

,
、

一 亡 玉
,

一

李 △ 奥
一

一擎△

芯 匕 等蔽 夸卜令爪 ”,

。

一十
一, 一 亡 , 一

—凸
下

, 、

二
, 、

。 、 产

一万
一 乙 ‘ 一豆

一 尹 宁 一云
一 、 声 ’

产

其中

, , 一 , ,
一,

气 —
,

, 少 一 气 一 二 一 , ,
艺

八 二 , 一 一 ,矛厅、,一工

‘ , , ,

凸 皿 、一 一 一 ,

根据希尔伯特公式
,

利用内插求积方法 可将上式中的 分量近似地表为

其 中

。, 。卜 。
·

么

专
·

卜 。
·

‘。 △ , 。
·

△ , 。
·

, 。 “ ‘ ”卜 。
·

。‘。。△ “

么 么 么 人 △

。 · · · · · ·

⋯ ⋯
。

‘ 。 , 、
,

, 。 、 。 ,

△ 誉 ‘全
, “ ’一 ‘一

飞一 ”’,

八 叮
, 一 一 , , , 护 ⋯ ⋯ ,



将 式代入 让 经简单计算和整理后 则获得近似公式

。, 一 △ 李 。 △ 。。 △ △

艺

△
。

△ △ 八

么 △ 一 〔
。

么
。

△

△ △
。 通 △

。

入

。

△ △ 么 〕

, 一 ,

子

⋯
、

十 云
一 〔 ‘ 万

一

互 十 百 十 百

〕
。

在公式 中
,

如果置 , 一 二 一 , 一 二 ,

、 “ , , 二 一 。 , 二 一 ,
·

⋯ 、二 一 。 , 十 ,

刀‘么 千仁争到

一 一 出
吕 么 二 “

“

名 ⋯

二
笼 加 ”一

〔 一 一 〕一 。

份艺

把上式的实部和虚部分开
,

于是
,

我们求得公式 只对分量 写出

, , 、
‘

名 名 ⋯ “ 。 , 。 。 、

乙 气 , 一 “ , 二 一 一 —一 一一户了万丁芍 叮一一 一一 一一 一

—— 一 、 , ,

气目

加

艺 一 一 , 。

二

现在 在
。

式巾 若令

⋯ 翻

加 一

则得公式

, 一 竺土二‘装创越互兰丝王
,

匕

名

名

宁 一一 一 — 一 一一
一 丛巫竺旦 沙竺些一云

一
, 。

特别 当 二 时
,

则得到类似于卢贤栋的公式

‘。, 一 ,
一

臀
一 ‘。, 。, 一

带万‘ ,
合万‘ ,

把上式中的 。,

利用公式 代入
,

且只取其前七项
,

鑫万‘
,

”’一 ‘
,

”’
·

则求得近似公式

, 一 告 , 一 ,

一 一 一 一 。
,

峨 最后
,

在公式 中
,

命 二 一 , 。 一
‘

⋯

于是 简化为下列形式

以二

一 艺 一 艺
二

一 “ 一

轰
、

,

二 。 , , , 、

、
,

八甲‘ 刀一 贝八尔纵
于



。
‘

忆
·

二
一 石一一刃一一 二

—
。

工 盆 一 盆

如果再把上式的实部和虚部分开 那么 我们便获得休斯
、

安德烈耶夫分别用交互影响法及逐次遥近法解

柏松积分方程和斯特拉雷夫利用复变函数论方法所建立的解析延拓公式 只写出分里

‘ , 一 ”,气王泛
一 ‘ , , “吴 ‘ ,

,
,

二

。

其 中 △乎
,

。, 。 是函数
,

沿 轴上的关于坐标原点 。, ,

具有步长 的 阶有限差分
,

“吴、 ‘ , ’
二

飞
一 “ 一

。盖
。,

在 式中
,

如果忽略掉 阶以上的有限差分
,

那么
,

我们获得公式

, 一 告 , 一 艺
二
厂

一 ‘ , ‘ ’

盏 “ 。, “ ,
·

。

若令 二 ,

则 有
, 一 自 , 一 , , 一 , 。

对于 式中的 。, , 二 如果使用近似公式 〔求法用
。

式 〕

。

“
,

”, 告〔 , , 艺
, 。

幻二 〕
其中

, 二

巧不
’

二 , 二 , , 二 ,

那么
,

只写出前 项
,

便得到

, 一 五 告 , 一 〔 , 五 峨 五

〕
。

若令
, 则 变为

, 一 告 , 一 , , 一 ,

, 五 一 一 五 一 五 一 , 五
。 。

同样
。

式中的
, 二 , ,

⋯ 使用近似公式 代替 于是 经简单的计算和整理后
,

我们立刻得到
, 一 , 一 〔

。

。

〕
。

对于 中的
, , , ,

斯特拉霍夫利用柏松积分公式

。。

。,

粤 毋锻二 “ 。

代替 则求得

〕。

。
、

,
、

、 , , ‘ 、
,

,

“
、 ‘

乙‘ , 一 ’盛 乙‘ , ”’

一万 , 吸‘ 乙 “‘ , ,
。

就中 、“少 一 飞名干 一 万至下万砰 宁

子了死‘

对
,

式中右端的积分 应用高斯型内插求积公式
,

于是
,

便可求得公式

, 一 , 一 〔 , ,

〕



。 。 。 。 。 。

。

〕
。

斯特拉霍夫 还制作了一个专供计算 右端积分的量板
。

最后
,

就一般情形论
,

而将公式 代入
。

并交换积分和求和的次序
,

我们得到

卜肠,
、尹

‘ ,

△共
。 ‘。,

, 二

畏
一

艺

一

一

盘一砂下下巧“一
。

厂
、声甘七、了几、

箱助于已知积分公式
仁城 ,

二
,

共东一
。 一 ” 。 息。 。 ,

屯 十 蕊

则 便化为形式

△戮、 ‘ , , 奋
, ,

三
。‘一 ‘ ,

八 刀‘

一
二洲

一

七
,

是 毛
。

月一

把
。

代入
,

交换积分和求和的次序 同时利用展式

一 。一 》 登
二

‘一 , “一 ’
气

一““”

,
。 , , 一 。 , 、 、 一

臀
, , 、 , 。一 , 一 , 、

和 “ ” 〔 “ ” 一 〕
‘ 乞 一 一‘ “ ” 一 一 ,

二

我们便获得更为紧凑形式的公式

。‘ ,

。, 一 、 务
,

几
‘“

, 。, “。 “
·

。

在实际计算中 应用公式
。

比较困难
。 下面

,

我们从公式
。

出发
,

来推导一个计算它的近似公

为此 目的 在
。

中实现变数替换

” 厂

并且 假定选取 如此之大
,

使得除在 盆轴上的区间 〔一 〕内以外 七 等于零 于是

变成形式

,

一, 一

“ ,

一 气井一 与 , 份 卜

‘ 乙 七
,

觉 乙 七
。 。

现在
,

首先对关于七的积分应用简单的内插求积公式来代替 此时只要赋予屯不同的正整数。, , ,
、

一 ,

于是 得到
泥

。, 一 、 穿
。

下 七
, 。 。

毕七 七
,

一

。工

其次
,

再对 中关于毛的积分应用内插求积公式 此时把积分区间 〔 〕用分点一劝一
·

一 卜 ⋯ “卜一进行等分 并用近似的和来代替这个积分
,

则有
一

, , , 。 、 。 北 , 」 , 、户 。 , 。 、 北

‘ 、‘ ’” “ 一厂‘ ‘ 下 ‘二 ‘ 、 “ ’ , “

一了一 。

甘

。

一

一

把《名,

代入 加 》 并交换求和的次序 则得到



拍一

‘
, 一 , 艺 专

二一

很显然 我们只要求出下列极限

心

艺
北

节扭 , “ 。
。

人 ”二 沙 工
一 少 之 。

洲 , 冗

、砚, 一一

二
”

二

丝旦

则 就可以写成形式
。

。, 一

艺
, 。

。

双 二一 均

为了求系数人
,

应 用三角函数公式

“ 厄

和等比级数的求和公式

加

又 , ,

‘翻 城 一
一

则很容易求得
、、

戒一”‘工
人 二

目 仁旧

润

兮生
户州

十 多 兰 匹恤
一 、

上 。 目 砚 少
】 、护 ,

了兀

一

二 丝里丝 一

份 减 ,
目

一

目 兀

一

翻 兀

目

,,二

一一

‘人一

卜 。一

十
十

一 兀

一
北

。

兀
一

一 一可
’

一 而

几翻”
‘

一卜 ,
宾

一

‘
之

,

兀 兀 、

一 〔, 一 ‘了 ‘一

了
,

一 兀

一 ——— —兀 兀
、

一
’

一

十

———垂匹
砚

兀

一 “

、
成

、

卜
, 了 , 、 北

粤
一 二 二创止兰一 一

艺 、 兀 兀

一 北

北 一 兀 兀 兀 几 一 兀

一 气
万一 卜 「

。

这样 把上式代人 我们就得到林鲍乌公式
。

,,、‘

, 一 卫
兀

一 一

, 一
, 。 。

二一 洲〕

或者写成形式

, 一 。
通 , 一 峨 一

一 一

一 二 。

三
、

误差估计及解析延拓公式的比较

综上所述 我们看到 目前在地球物理勘探中所提出的
,

用似进行解析延拓的几个简易公 式
,

几 乎都
是复变解析函数的拉格朗 日括补多项式的特殊情形 不仅如此 只要我们在拉格朗日插补多项式中 适当 地
选择插补点 从原则 卜讲

,

便可以 获得无穷多个解析延拓的公式
。



但是 插争哆项式 幻只是近似地描述场强函数 更确切地 说 应 用 拉 格朗日 插 补多项式
,

我们只是把场强函数 用一个 次的多项式 。 来代替
,

而此多项式与场强函数仅在

个点上相等 当然
,

如果场强函数 本身就是 次多项式
,

那么
,

便恒等于 然而
,

在

实际问题中 除常数外永远不可能是多项式
。

因此 当用多项式 幻代替 时 在非播补点

上
,

差数 一 就异于零而成为计算上的误差 这个差数称为拉格朗日插补多项式的余 项
,

通

常用记号 来表示它
一 。 。

这样一来
,

当用插补多项式 近似他去代替 而实行解析延拓时
,

一个重要的问题就是如何选取

插补点 使得余项 在所论区域上为最小的问题
。

首先
,

十分自然地想至
,

当插补点
, ,

⋯ ,

的数 目越多
,

则所得到的庙补多项式 在所论

区域上
,

通常就越接近于函数
。

一般说来
,

擂补点的数 目愈多
,

在所论区域上余项 就愈小

由此可见
,

在上一节我们所导出的一些解析延拓公式中 若不考虑观测数据中的 吴差的影响
,

则最精 确 的

公式是 ‘ ,

其次是 。和 再次是
,

精度最差的是
、 一和

。

但是 减小余项 不但靠增加插补点的数 目来达到
,

而且还依靠这些点的选择
。

为了更确切地

说明这个事实
,

需要导出余项 的解析表达式
。

为此 目的 我们说明多项式
。

可以化成如下的积分形式
。 , 、

们 、‘ , 一 二 , 气二 ,

—
一 了二二一 ,

一 兀 笼 ‘

。 乙一 。

七一
七

。

其中。为区域 以外的
,

包含点 二 , , , ⋯ 在内的有限
,

或无限的逐段光滑的闭曲线
。

事实 卜
,

命

甲 乙 二
一 乙

屯
七 一 之

若把。 和 。 展成幂级数

“ ‘ 二

艺
“

二

, 。 、 艺
。

卜

七 一

杏二丁
一

一 一 二“ 七
·

七 一

‘

一

一

,‘八“胶

则有 。 乙 一 。

一

七 七 一 。 七
二

七 一

二 人
一 一

袱 ⋯ 人 一

于是
,

点七 不是函数甲 勃的奇点 这样
,

函数甲 劫在曲线 内只有一阶极点 二 。, , ,
·

⋯
,

从

而 由残数定理
,

我们得到

写﹃们︸日
‘

仁
。 仁

。 一 。
屯二

七
甲

, 。了叮

几

,几几

的‘

, , 、

, 。 , , 、

, 一 ‘ ,
, , 、

、 卜 , , ‘ , 。 、

“
‘

梦乙伙 已万 户 。 。 气马 不记刁又幽 城又甲 、乌少仁 以 ‘ 胶 、‘ 二 , , 乙 , ”
‘

, “ 少廿习父戈女狡 。

一‘ “

又因甲 七在点 二 邻域内的罗朗展开式为

, , 一

⋯
, , 、

甲与 二 一 厂 , 二万一一 甲 决 甲 。 气写 一 ‘ , 甲
马一 乙

所以
,

求得印 劲的残数表示式为
了

一一
卜压一一心二名

甲 仁二 一 二〔印 之 七一 〕
。 仁

。 乙一 。

乙一

一

屯二



。 一

一 。 ,

, 二 , , ,
⋯ , 。 。

把
,

式代人
。

我们就立刻得到拉格朗日擂补多项式 至此
,

式证毕

进一步
,

利用 的积分表示式
。

和公式
, 、

, 乙
, 二牛 止奋必兰生 一 乙

,

二 ‘ 、 , 一 二 ‘ 屯一

我们便得到余项 的积分形式的表示式

补鑫 了缪
二

华三 粤哗牛
一 乙

乙几 写 一 乙 、‘ ,

。

由式 可以看出
,

如果在所论区域上
,

插补点都集中在上半平面的某一位置上
,

那 么 对于下半平

面中离插补点较远的点
,

多项式。 的模 。 便有很大的增加
,

从而 余项的模 ‘川也就有很

大的增加 这一简单的事实表明 为了使插补多项式 更好地逼近于函数
,

在某种意义上说
,

我

们应当在所沦区域上均匀地选择插补点 。 , , 。 ⋯
。

实际上
,

当插补点的数 目确定时
,

我们能够选取在所论

区域上使多项式 。 的模为最小的插补点 然而 这个问题的探究只有理论上的意义
。

在应用中
,

在所

论区域上选取具有相等间隔的插补点常常是很方便的
,

因为在这种情形下
,

所得插补多项式 不 但 具有对称

性
,

而且也很简单

由于上述原因
,

所以在上面我们所导出的一系列简易的解析延拓公式中
, 一般就按照两类方式来选择插

补点 一类是在实轴上均匀地选取插补点‘除个别点外 另一类是在虚轴上均匀地选取插补点

最后
,

为了要得到误差的估计式
,

我们把延拓区域取成下半平面中的带形域一 《 二 常量

于是 若考虑到 在无穷远点的正则性 则 便可以改写成下列形式

。。

共 ,

巡立架坦工 一典尊斗一
,

七
。

乙 几 一 ‘一 一 气乌一

。

如果按照第一类方式选取插补点 二 。
, 二 , 二 卜 二 , 。二 , 翔

, 一

洲 二 一 汕
,

翻
, ,

那么得到余项的估计式为

, 。 , , ‘ 、 , 了 卫越卫里世匕旦世也竺竺
一

‘二 、 、一‘ “ 产 ‘ 、 北 名 · 吕 吕 , 名 吕五 ⋯ “ 五

心,

“一‘ , 七
。
‘”

·

’

若依第二类方式选取 插补 点 二 , 二 ,

勺 二 ,

⋯
, , , “ 则 得 到 余 项 的 估 计

式为

孟
, 、一 、 , 、

漏湍麟锡丽缸了
, 一 。

一

应用拉格朗日插补多项式实行解析延拓的另一个贡要问题
,

是插补多项式的 收敛区域 的问题 关于这

个问题
,

我们介绍读者去参看前面提到的盖尔芳得的专著
。

本文只论述了解析延拓的古典公式 关于克服原始数据中的干扰和各种误差的影响
,

以及位场解 析 延

拓的应用范围等问题
,

作者准备以后再专门讨论


